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Problema a resolver

WiIMAX (Worldwide Interoperability for Microwave Access):
estandar para comunicacién inaldmbrica

» Diseiiado para funcionar en distancias mas larga que Wi-Fi

Problema a resolver: Dar acceso a Internet a través de WiIMAX a
los habitantes de Juan Fernandez.
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Problema a resolver

Debemos instalar el menor niimero posible de antenas dando a cada casa
un acceso a Internet con una velocidad de transmisién de datos mayor o
igual a un cierto valor.

Es necesario considerar que:
» La comunicacién se establece entre una antena y una casa, los datos

trasmitidos a una casa no vienen de varias antenas

> La velocidad de transmisién de datos entre una antena y una casa
depende de la distancia entre ellos

» Podemos suponer que una antena puede establecer comunicacién
con un numero ilimitado de casas
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Problema a resolver: formalizacién

Parametros del problema:

» Casas a las cuales hay que dar conexién a Internet
» Conjunto de lugares posibles para las antenas

» Velocidad minima permitida para la transmisién de datos
entre las antenas y las casas
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Problema a resolver: formalizacién

Entrada del problema: (P, C,t,v)
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Problema a resolver: formalizacién

Entrada del problema: (P, C,t,v)

> P: conjunto de identificadores de posibles lugares para las antenas
» C: conjunto de identificadores para las casas (CN P = )

» t: funcidén que indica la velocidad de transmisién desde cada antena
a cada casa

t . PxC— (RYU{0})
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Problema a resolver: formalizacién

Entrada del problema: (P, C,t,v)

> P: conjunto de identificadores de posibles lugares para las antenas
» C: conjunto de identificadores para las casas (CN P = )

» t: funcidén que indica la velocidad de transmisién desde cada antena
a cada casa

t . PxC— (RYU{0})

» v : velocidad minima permitida para la transmisién de datos entre
las antenas y las casas
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Problema a resolver: formalizacién

Distribucién factible para la entrada (P, C,t,v): P" C P

para todo ¢ € C, existe p € P": t(p,c) > v
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Problema a resolver: formalizacién

Distribucién factible para la entrada (P, C,t,v): P C P

para todo ¢ € C, existe p € P": t(p,c) > v

Solucién 6ptima para la entrada (P, C, t,v): k < |P|

existe distribucién factible P’ para (P, C,t,v) tal que k = |P'|,
y para toda distribucién factible P” para (P, C,t,v) se tiene que
k S |P//‘
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Problema a resolver: version de decision

Problema de decisién:

Entrada : (P,C,t,v,k)
Pregunta : jexiste una distribucién factible P’ para
(P, C,t,v) tal que |P'| = k?
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Entrada : (P,C,t,v,k)
Pregunta : jexiste una distribucién factible P’ para
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iEs el problema de optimizacién mds dificil que el problema de decisién?
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Problema de decisién:

Entrada : (P,C,t,v,k)
Pregunta : jexiste una distribucién factible P’ para
(P, C,t,v) tal que |P'| = k?

iEs el problema de optimizacién mds dificil que el problema de decisién?
Ejercicio

Demuestre que si puede resolver uno de los problemas en tiempo
polinomial, entonces puede resolver el otro en tiempo polinomial
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Problema a resolver: version de decision

Problema de decisién:

Entrada : (P,C,t,v,k)
Pregunta : jexiste una distribucién factible P’ para
(P, C,t,v) tal que |P'| = k?

iEs el problema de optimizacién mds dificil que el problema de decisién?
Ejercicio

Demuestre que si puede resolver uno de los problemas en tiempo
polinomial, entonces puede resolver el otro en tiempo polinomial

Nos vamos a concentrar entonces en el problema de decisién, al que
llamaremos WM.
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El problema WM

i Puede dar un algoritmo eficiente (de tiempo polinomial) para
resolver WM?

» El representar WM como un problema sobre grafos podria
ayudar ...
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El problema WM

i Puede dar un algoritmo eficiente (de tiempo polinomial) para
resolver WM?

» El representar WM como un problema sobre grafos podria
ayudar ...

No es obvio que exista tal algoritmo.
» ;Podemos demostrar que WM ¢ PTIME?

» ;Podemos al menos dar evidencia sobre esto?
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El problema WM

i Puede dar un algoritmo eficiente (de tiempo polinomial) para
resolver WM?

» El representar WM como un problema sobre grafos podria
ayudar ...

No es obvio que exista tal algoritmo.
» ;Podemos demostrar que WM ¢ PTIME?

» ;Podemos al menos dar evidencia sobre esto?
» Para esto vamos a introducir la nocién de reduccién
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La nocidon de reduccion

Dado: Lenguajes Ly y L, con alfabeto A.

Intuicién: Decimos que un lenguaje L; es reducible a un lenguaje L; si
existe un algoritmo tal que dado w; € A*, calcula w, € A* tal que
wy € Ly siy sélosi wy € Ls.

Para formalizar esta idea necesitamos introducir la nocién de algoritmo

que calcula.

» Tenemos que introducir las maquinas de Turing que calculan.
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Mdaquinas de Turing que calculan

Definicion
Una MT M calcula una funcién f : A* — A* si:

con entrada w € A*, la maquina se detiene en un estado fi-
nal teniendo en la memoria una cadena infinita de simbolos B
seguida de f(w) seguida de otra cadena infinita de simbolos B.
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Mdaquinas de Turing que calculan

Definicion
Una MT M calcula una funcién f : A* — A* si:

con entrada w € A*, la maquina se detiene en un estado fi-
nal teniendo en la memoria una cadena infinita de simbolos B
seguida de f(w) seguida de otra cadena infinita de simbolos B.

Definicién
Una funcion f : A* — A* es computable si es que existe una maquina de
Turing que calcula f.
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Mdaquinas de Turing que calculan

Ejemplo

Sea g : {0,1}* — {0,1}* una funcién definida como g(w) = w0000.
Queremos demostrar que g es computable.
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Mdaquinas de Turing que calculan

Ejemplo

Sea g : {0,1}* — {0,1}* una funcién definida como g(w) = w0000.
Queremos demostrar que g es computable.

Sea M = (Q, A, q1,0, F), donde
> Q - {qla 42,43, qa4, qf}

» A={0,1}

> F={ar}

> § es definida como:
5(q150) - (CI170;_>) 5(q27B) = (q3507—>)
5((71,1) = (Q171,_>) 5(‘737]3) = (CI4,07—>)
5((71,]3) = (q270a_>) 5(Q47B) = (QfaO,_>)
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La nocién de reduccidn: formalizacidon

Definicion
Dados lenguajes L1 y L, con alfabeto A, Ly es reducible a L; si existe una

funcion computable f tal que para todo w € A*: w € Ly si y solo si
f(W) € L.
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La nocién de reduccidn: formalizacidon

Definicion
Dados lenguajes L1 y L, con alfabeto A, Ly es reducible a L; si existe una

funcion computable f tal que para todo w € A*: w € Ly si y solo si
f(W) € L.

Proposicion
Suponga que Ly es reducible a L.
» Si L, es decidible entonces L es decidible

» Si Ly es indecidible entonces L, es indecidible
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La nocién de reduccidn: formalizacidon

Definicion
Dados lenguajes L1 y L, con alfabeto A, Ly es reducible a L; si existe una

funcion computable f tal que para todo w € A*: w € Ly si y solo si
f(W) € L.

Proposicion
Suponga que Ly es reducible a L.
» Si L, es decidible entonces L es decidible

» Si Ly es indecidible entonces L, es indecidible

Pero nosotros necesitamos una nocién de reduccién mas fuerte . ..
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La nocién de reduccién polinomial

Decimos que una funcién f es calculable en tiempo t si existe una
MT M que calcula f y tal que ty es O(t).
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La nocién de reduccién polinomial

Decimos que una funcién f es calculable en tiempo t si existe una
MT M que calcula f y tal que ty es O(t).

Definicién

Dados lenguajes L1 y Ly con alfabeto A, decimos que L es
reducible en tiempo polinomial a Ly si existe una funcién f
computable en tiempo polinomial tal que para todo w € A*:

w € Ly siy sdlosi f(w) € L.
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La nocién de reduccién polinomial

Proposicién

Suponga que L es reducible en tiempo polinomial a L;.
» Si L, € PTIME entonces L; € PTIME
> Si Ly & PTIME entonces Ly, ¢ PTIME

Ejercicio

Demuestre la proposicién.
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Mostrando que un problema es dificil . ..

Para demostrar que WM ¢ PTIME, basta entonces encontrar un lenguaje
L ¢ PTIME y dar una reduccién polinomial de L a WM
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Para dar evidencia que WM ¢ PTIME, basta encontrar un lenguaje L
para el cual se cree que L ¢ PTIME y dar una reduccién polinomial de L
a WM

» ;i Cudl podria ser este lenguaje?

Tenemos muchas alternativas para la dltima pregunta: 3-COL, SAT,
programacién lineal entera, el problema del agente viajero, ...
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Mostrando que un problema es dificil . ..

Para demostrar que WM ¢ PTIME, basta entonces encontrar un lenguaje
L ¢ PTIME y dar una reduccién polinomial de L a WM

» ;Cudl podria ser este lenguaje? ; Podria ser H10?

Para dar evidencia que WM ¢ PTIME, basta encontrar un lenguaje L
para el cual se cree que L ¢ PTIME y dar una reduccién polinomial de L
a WM

» ;i Cudl podria ser este lenguaje?

Tenemos muchas alternativas para la dltima pregunta: 3-COL, SAT,
programacién lineal entera, el problema del agente viajero, ...

» ;Por qué se cree que estos problemas no estdn en PTIME? ; Cémo se
comparan estos problemas en base a la nocién de reduccién polinomial?
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WM es problema un problema dificil

Vamos a demostrar que SAT se puede reducir en tiempo polinomial a
WM.

> Pero antes vamos a dar una (muy) breve introduccién a SAT
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WM es problema un problema dificil

Vamos a demostrar que SAT se puede reducir en tiempo polinomial a
WM.

> Pero antes vamos a dar una (muy) breve introduccién a SAT
Nociones importantes:

» Letra proposicional: p, g, r

» Conectivos proposicionales =, V, A
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Una (muy) breve introduccién a SAT

» La semantica de los conectivos proposicionales es dada con una

M. Arenas —

tabla de verdad:

| -p | PVg]pAq]

q
0
1
0
1

= = O Ot

1

1
0
0

0

1
1
1

0

0
0
1

Literal: letra proposicional (p) o la negacién de una letra

proposicional (—q)

Clausula: disyuncién de literales, por ejemplo (pV —q V r)
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Una (muy) breve introduccién a SAT

» Fdérmula proposicional en CNF: conjuncién de clausulas, por ejemplo
(pPV—gVr)A(=pVaq)

» Para cada férmula proposicional en CNF asociamos una tabla de

verdad:
[pla]r](v-qVvr)](=pVgq) [ (pVv-gVr)A(=pVgq) ]
0]0]0 1 1 1
olo|1 1 1 1
ol1]o0 0 1 0
0l1/1 1 1 1
1lo]o 1 0 0
1lol1 1 0 0
11110 1 1 1
1111 1 1 1
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Una (muy) breve introduccién a SAT

Finalmente podemos definir SAT:

SAT = {¢ | ¢ es una férmula proposicional en CNF tal que la

tabla de verdad de ¢ tiene una fila con un 1 asignado a ¢}
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Una (muy) breve introduccién a SAT

Finalmente podemos definir SAT:

SAT = {¢ | ¢ es una férmula proposicional en CNF tal que la

tabla de verdad de ¢ tiene una fila con un 1 asignado a ¢}

Ejercicio
De férmulas proposicionales «, 5 en CNF tales que o € SAT y 5 & SAT.

M. Arenas — Teoria de la Computacién puesta en Préctica 19 / 24



Una reduccién polinomial de SAT a WM

Queremos dar un algoritmo polinomial que calcula lo siguiente:

Entrada : férmula proposicional ¢ en CNF
Salida o (P,C,t,v, k) tal que ¢ € SAT si y sélo si
(P,C,t,v, k) e WM
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Una reduccién polinomial de SAT a WM

Queremos dar un algoritmo polinomial que calcula lo siguiente:

Entrada : férmula proposicional ¢ en CNF
Salida o (P,C,t,v, k) tal que ¢ € SAT si y sélo si
(P,C,t,v, k) e WM

Vamos a ver cémo funciona este algoritmo con la férmula proposicional
a1 A ap, donde
aqg = (pV-qVr)

a = (-pVq)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)

P v=1 k=3 C
=) 1

()
—p
(@) 1
=r
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)

P v=1 k=3 C
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)

P v=1 k=3 C

1
1
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Representando (pV =gV r) A (—pV q)
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Una reduccién polinomial de SAT a WM: Ejercicios

M. Arenas —

. Generalice la construccién anterior para cualquier férmula

proposicional ¢ en CNF

Demuestre que la reduccién es correcta. Vale decir, suponiendo que
@ es una férmula proposicional en CNF y que la salida del algoritmo
para ¢ es (P, C,t, v, k), demuestre que ¢ € SAT si y sélo si
(P,C,t,v,k) e WM

Demuestre que la reduccién puede ser calculada en tiempo
polinomial
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i Como podemos solucionar WM?

Creemos que WM es un problema dificil, jnos damos por vencido
entonces?
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i Como podemos solucionar WM?

Creemos que WM es un problema dificil, jnos damos por vencido
entonces?

» No, usamos la nocién de reduccién nuevamente

Existen buenos algoritmos para resolver SAT, programacién lineal
entera y el problema del agente viajero en la practica.

» Funcionan en tiempo exponencial en el peor caso
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i Como podemos solucionar WM?

Podemos entonces reducir WM a uno de estos problemas y usar
alguno de estos algoritmos.
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i Como podemos solucionar WM?

Podemos entonces reducir WM a uno de estos problemas y usar
alguno de estos algoritmos.

Ejercicio
Muestre cédmo reducir en tiempo polinomial WM a programacién
lineal entera.
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