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Motivacidn: coloracién de grafos

Una grafo G = (N, A) se dice k-coloreable si existe una funcién
f:N—{1,...,k} tal que:
» Si (a, b) € A, entonces f(a) # f(b)

El ndmero cromatico de un grafo G, denotado como x(G), se
define como el menor nimero k tal que G es k-coloreable.

» Vale decir, G es k-coloreable y no (k — 1)-coloreable
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El problema de coloracién de un grafo

Considere los siguientes problemas relacionados con el calculo del
nimero cromdtico de un grafo:
CROM= = {(G,k)| G es un grafo,
k es un nimero natural y x(G) < k}
CROMZ = {(G,k) | G es un grafo,
k es un nimero natural y x(G) > k}

Ejercicio
Demuestre que CROM= es NP-completo y CROM= es
co-NP-completo.
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Calculo del ndmero cromatico

Considere ahora el problema de decisidén asociado al cdlculo exacto
del nimero cromético de un grafo:

CROM = {(G,k) | G es un grafo,
k es un nimero natural y x(G) = k}

i Cual es la complejidad de CROM?

» ;Esta este problema en NP7 ;Estd en co-NP? jEs completo
para alguna de estas clases?
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Calculo del ndmero cromatico

Podemos caracterizar CROM en términos de dos lenguajes en NP.

Ejercicio
Encuentre lenguajes L1 y Ly en NP tales que CROM = L; \ L,

CROM no estd “lejos"de NP
» De hecho, si PTIME = NP, entonces CROM estd en PTIME

» CROM puede ser solucionado resolviendo dos problemas
en NP. Vemos a estos problemas como sub-rutinas u oraculos
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Motivacién: evaluacidon de expresiones aritméticas

Una expresion aritmética es definida recursivamente por las
siguientes reglas:

» Si n €N, entonces n es una expresion aritmética

> Si e; y e son expresiones aritméticas, entonces (e; + ) y
(e1 U &) son expresiones aritméticas

Ejemplo
5 5+7)y ((5+7)U(4U (64 11))) son expresiones aritméticas.

11C3810 - La Jerarquia Polinomial 6 /34



Evaluacion de expresiones aritméticas

El lenguaje L(e) definido por una expresién aritmética e es definido
recursivamente por las siguiente reglas:

» Sie=ncon néeN, entonces L(e) = {n}

» Sie=(e1 + &), entonces L(e) ={n+m|nel(er)y
m € L(e)}

» Sie=(e1 Uey), entonces L(e) = L(e1) U L(e)

11C3810 - La Jerarquia Polinomial 7/ 34



Evaluacion de expresiones aritméticas

Ejemplo

El lenguaje definido por algunas expresiones aritméticas:

> L(3) = {5}y L(7) = {7}

» Sie=(5+7), entonces L(e) ={n+m|nelL(5)y

me L(7)} = {12}
» Sie=(6+11), entonces L(e) = {17}

» Sie=(4U(6+ 11)), entonces
L(e) = L(4)UL((6+11)) = {4} U{17} = {4,17}

» Sie=(1U3)+ (7U13), entonces L(e) = {8,10,14,16}
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Evaluacion de expresiones aritméticas

El problema de evaluacidén de expresiones aritméticas es definido de
la siguiente forma:

EVAL = {(e, k) | e es una expresién aritmética,

k es un nimero natural y k € L(e)}

Ejercicio

Demuestre que EVAL es un problema NP-completo.
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Equivalencia de expresiones aritméticas

Considere el siguiente problema sobre expresiones aritméticas:

EQUIV = {(e1,e) | e1 y e son expresiones

aritméticas tales que L(e1) = L(e2)}

i Cudl es la complejidad de EQUIV?
» ;Estd en NP o co-NP?

» ;Puede encontrar dos lenguajes Ly y L, en NP tales que
EQUIV = [; \ L7

> ;Puede al menos demostrar que si PTIME = NP, entonces EQUIV
estd en PTIME?

> ;Tiene sentido la idea de sub-rutina (u ordculo) es este caso?
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comin los problemas CROM y EQUIV?

» Si encontramos un algoritmo polinomial para un problema
NP-completo, entonces estos problemas pueden ser resueltos
en tiempo polinomial

> Un problema NP-completo puede ser visto como un ordculo
para estos problemas

Vamos a introducir la nociéon de MT con oraculo.

» Vamos a mostrar que sirve para caracterizar a los problemas
anteriores, y a muchos otros problemas ...
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MT con oraculo

Definicién
MT determinista con ordculo para A C ¥*:
MA = (Q,%,T, qo,6, F)
» Q@ es un conjunto finito de estados tal que g7, qyes, gno € Q
Y es un alfabeto finito tal que -,B & &
[ es un alfabeto finito tal que X U {+,B} C T

> qo € Q es el estado inicial

v

v

v

F C Q es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:
b @ @XxITxlI—=>Q@xIx{« 0O -} xIx{+,0->}

La segunda cinta es la cinta de consulta
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MT con oraculo: Funcionamiento

La definicién anterior puede extenderse facilmente al caso de no
determinismo.

Una MT M con ordculo para A funciona como una MT tradicional
excepto cuando entra al estado gy:

» Cinta de consulta: - wBB -+, para w € ¥*

La cabeza lectora de la cinta de consulta esta en la posicién 1

» M invoca al ordculo para A, y su siguiente estado es gygs o
gno dependiendo de su respuesta

» w € Asiy sélo si el estado es gyes
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MT con oraculo: Tiempo de ejecucién

El tiempo de ejecucién de una MT con oraculo se define como para el
caso de las MTs tradicionales.

» Una invocacién al ordculo se considera como un paso

Ejemplo

CROM es aceptado por una MT determinista MCROM= que funciona en
tiempo O(n)

» También podemos user SAT como oraculo. jEn que tiempo
funcionaria la MT?
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo

Una primera clase definida en términos de MTs con oraculos:
Definicién

PTIME”: Lenguajes L para los cuales existe una MT determinista
MA tal que L = L(MA) y MA funciona en tiempo O(n¥).

Tenemos que:

» CROM ests en PTIMESAT

» También est4 contenido en PTIME?, para cualquier problema
A que es NP-completo

» NP y co-NP estdn contenidos en PTIMESAT
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo

Una definiciéon mas general:
Definicién

PTIMEMP = U PTIME?
Ae NP

En realidad esta definicién no es mas general:

Proposicién
PTIMEN? = PTIMEAT

Ejercicio

Demuestre la proposicién.
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Equivalencia de expresiones aritméticas: Complejidad

i Cual es la complejidad de EQUIV?
» ;Estd en PTIMENP?

Nuevamente la nocién de ordculo nos puede ayudar a entender la
complejidad de un problema.
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Una segunda clase definida en términos de oraculos

Definicidon

» NPA: Lenguajes L para los cuales existe una MT no determinista
MA tal que L = L(M*) y MA funciona en tiempo O(n)

» NPVP. U NPA

AeNP

Podemos describir mejor la complejidad de EQUIV.
Ejercicio
Demuestre que EQUIV € co-NPNP.

> Esto es equivalente a demostrar que EQUIV € NPNP
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La jerarquia polinomial

Podemos generalizar las definiciones anteriores considerando una
clase de complejidad C.

Definicién
» PTIMEC: U PTIMEA
AeC

» NFC: UNPA

AeC
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La jerarquia polinomial

Usamos la generalizacién anterior para definir la jerarquia
polinomial.

Definicién (Jerarquia Polinomial)

¥ = PTIME

P, = NP% n>0
AP = PTIMEY n>0
I'I,',D+1 = co—Z,’,D_H n>0
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La jerarquia polinomial

i Cémo se ve la jerarquia polinomial en una figura?

¥P = NP ¥P = NPWP ¥P = NP

e

N3
P =APZ=PTIME AP =PTIMEN AP =pTIMEN" AP = pTIMEN"

S

NP =co-NP NP = co-NPNP ng = co-NPNP™
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La jerarquia polinomial y EXPTIME

Definicidon

PH = | Jx=¢
k>0

i Cudl es la relacién entre PH y EXPTIME?
» PH C EXPTIME
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La jerarquia polinomial y EXPTIME

iPuede ser cierto que EXPTIME C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos

iPuede tener problemas completos PH?
» Cada clase Zf es cerrada bajo <P,
» Sily <P LyylyeXF, entonces L; € ¥¥

» Si PH tiene un problema completo, entonces la jerarquia polinomial
colapsa a algtn nivel finito

Proposicion

Si la jerarquia polinomial no colapsa a algdn nivel finito, entonces
PH C EXPTIME.
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El colapso de la jerarquia polinomial: un resultado

fundamental

Teorema
Para k > 1:

(a) Si=F =nNPF, entonces PH=%F
(b) Si=F = AP, entonces PH= AY
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Problemas completos en la jerarquia polinomial

El lenguaje QBF; (i > 1) estd formado por todas las férmulas
proposicionales cuantificadas que son vélidas y de la forma:

3X1’1 tee Hleml
\V/XQJ A VX27m2

3X371 s 3X3_’m3

Qixi1- - QiXim; @

donde:
» Q =3dsiiesimpary Q =V siies par
> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xq 1, ...
X1,myr o +o0 Xijly « oo Xiim;
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Un problema completo para Zf

La clase de problemas {QBF;};>1 es adecuada para representar la
jerarquia polinomial.

Teorema
Para cada k > 1, QBF, es Zf—comp/eto.
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Otro problema completo para 5

Teorema
EQUIV es Zf—completo.
» Se deduce que EQUIV es I'Ig—comp/eto

Hay problemas naturales que son completos para los distintos
niveles de la jerarquia polinomial.
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Comentario final: Una nocién de reduccién mas general

Los problemas en las transparencias anteriores son completos bajo
la nocién de reduccién <P,

» Una propiedad fundamental de esta nocién de reduccién: si
Ly <h Ly y Ly € PTIME, entonces L; € PTIME

Podemos generalizar <%, manteniendo esta propiedad fundamental:

Ly <B L, siysdlosi L € PTIMER
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Comentario final: Una nocién de reduccién mas general

SPT es llamada reduccién de Turing de tiempo polinomial
Teorema

» Sily <, Lo, entonces Ly < L,

» Existen lenguajes L1 y L, tales que L §’7’- Ly y Ly &5 Ly
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Demostracidon del teorema

La primera parte del teorema es ficil de demostrar, sélo vamos a
demostrar la segunda parte.

> Vamos a considerar los lenguajes sobre el alfabeto {0,1}

Recuerde la definicién de las siguientes clases de complejidad:

R {LC{0,1}" | L es un lenguaje decidible}

RE = {LC{0,1}*| L es un lenguaje recursivamente enumerable}
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Las clases R, RE y co-RE

Problemas de decision

R = RE N co-RE
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Un lenguaje que separa RE de co-RE

Recuerde la definicién del problema de la parada de la maquina de
Turing:

U = {(M,w) ]| Mesuna MT, w € {0,1}" y

M se detiene con entrada w}

Sabemos que U ¢ Ry U € RE
» Concluimos que U ¢ co-RE
» Entonces tenemos que U € co-REy U ¢ RE
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Uy U en la figura

Problemas de decision

R = RE N co-RE
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Parte final de la demostracidn

Sabemos que si L <h, U, entonces L € RE

» ;Coémo se demuestra esto?

Tenemos entonces que U £, U

. 77 P
Esto concluye la demostracién puesto que U <7 U

» De hecho, para cada lenguaje L se tiene que L §‘} L
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