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La nocién de p-relacién

Sera conveniente ver las funciones de #P como relaciones.

Definicién
Una relacion R C X* X ¥* es una p-relacion si:
> Existe un polinomio q tal que si (x,y) € R, entonces |y| < q(|x|)

> R e PTIME, vale decir, existe un algoritmo de tiempo polinomial
que, dado (x,y) € X* x I*, verifica si (x,y) € R
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Cada p-relacion representa una funcidén en #P

Dada una relacion R C X* x ¥*, defina la funcién fr : ¥* — N como:

Hy [ (x,y) € R} si{y|(x,y) € R} es finito
fr(x) =
0 en otro caso

Proposicién

Si R es una p-relacion, entonces fr € #P

Ejercicio

Demuestre la proposicién.
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Cada funcién en #P puede ser representada como una
p-relacién

Sea f : ¥* — N una funcién en #P

» Existe una MT no determinista M tal que para todo x € X* se tiene
que f(x) = accepty,(x)

Cada ejecucién de M se puede codificar usando el alfabeto
Utilizando las codificaciones de las ejecuciones de M definimos:

Rr ={(x,y) € X" x " | y codifica una ejecucién de M

con entrada x que termina en un estado final}
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Cada funcién en #P puede ser representada como una
p-relacion

Proposicion

Si f estd en #P, entonces R¢ es una p-relacion

Demostracion: Como la MT no determinista M en la transparencia anterior es
de tiempo polinomial, para una entrada x se puede:
» Codificar cualquier ejecucién de M que acepta usando un string de largo
polinomial en |x|
> Verificar si una ejecucién termina en estado final (simulando el
funcionamiento de M) en tiempo polinomial

O
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Funciones en #P y p-relaciones

Por lo tanto, de ahora en adelante trabajamos con p-relaciones.

Estudiaremos los problemas de conteo y de generacién uniforme asociados a
p-relaciones, sabiendo que los resultados se extienden de manera inmediata a

funciones en #P
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Un generador uniforme para una p-relacion

Dada una p-relacién R C ¥* x ¥, sea:
Nr(x) = HyeX'|(x,y)€ R}

Ademds, suponga que L es un simbolo reservado que no es usado en ¥

Un algoritmo aleatorizado G : ¥* — £* U { L} es un generador uniforme para
R si para todo x,y € X*:

> si (x,y) € R, entonces Pr(G(x) =y) =0
> si (x,y) € R, entonces Pr(G(x)

Il
<
N

\
=
By
X
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Un generador casi uniforme para una p-relacién

Las herramientas que veremos mas adelante no nos permitirdn obtener
generadores uniformes, sino que una versién mas débil

> Consideramos nuevamente una p-relacion R C X" x X~

Definicién
Un algoritmo aleatorizado G : ¥* x (0,1) — X" U{_L} es un generador casi
uniforme para R si para todo x,y € ¥* ye € (0,1):

> si(x,y) & R, entonces Pr(G(x,e) =y) =0

> si Ng(x) > 0, entonces Pr(G(x,e) = 1) =0

> si(x,y) € R, entonces:

1-¢)- NRl(X)
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Un esquema de generacidn casi uniforme

Definicién

Dada una p-relacion R C ¥* x £*, un algoritmo aleatorizado
G:X*x(0,1) > X*U{L} es un fully polynomial almost uniform
generator (FPAUG) para R si

1. G es un generador casi uniforme para R

2. Existe un polinomio q(u, v) tal que para todo x € ¥* y e € (0,1),
el nimero de pasos ejecutados por G(x,&) es menor o igual

aq(|x],1)
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Una definiciéon de FPRAS para relaciones

Definicion
Dada una p-relacion R C ¥* x ¥*, un algoritmo aleatorizado
A: X" x(0,1) — N es un fully polynomial randomized approximation

scheme (FPRAS) para R si existe un polinomio q(u, v) tal que para cada
x€X  yee (0,1):

1. El nimero de pasos ejecutados por A(x,e) es menor o igual a q(|x|, 1)
3
2. Pr(JA(x,e) — Nr(x)| < - Nr(x)) > I

Observacidn

Dado f € #P representado como Ry, se puede demostrar que esta definicién de
FPRAS es equivalente a la vista en el capitulo anterior.
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Un comentario sobre las definiciones anteriores

La nocién de algoritmo aleatorizado se formaliza usando
MT probabilisticas.

» Estas maquinas funcionan con cintas de bits, por lo que las
probabilidades resultantes son de la forma

Por lo tanto, al describir un algoritmo aleatorizado, en teoria no podemos
decir algo como “la probabilidad de error del algoritmo es %

11IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 11 / 107



Algunos comentarios sobre las definiciones anteriores

Tratar de tener algoritmos aleatorizados con probabilidades arbitrarias no
entrega intuiciones nuevas

» Y hace mucho mas técnicas y complicadas las demostraciones

Supuesto

Todas las probabilidades que vamos a considerar (por ejemplo, la
1

probabilidad W) son de la forma 5
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La relacién entre FPAUG y FPRAS

Pasaremos ahora a enunciar y demostrar que la existencia de un FPAUG
implica la existencia de un FPRAS.

> Este resultado es valido para una amplia clase de relaciones

» Esto nos va a permitir utilizar una gran cantidad de herramientas
desarrolladas para el muestreo de variables aleatorias en la
construccién de FPRAS

Primero debemos formalizar la nocién de p-relacién auto-reducible, la
cual es necesaria al demostrar la relacién entre FPAUG y FPRAS.
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Relaciones auto-reducibles

Intuitivamente, un problema se dice auto-reducible si es que se puede solucionar
mediante la resolucién de instancias mds simples del mismo problema.

Ejemplo

Sea ¢ una férmula proposicional con variables xi, ..., X,

La notacién ¢[%] indica que la variable x; es reemplazada por v € {0, 1}

» Si v = 0 reemplazamos x; por el operador 0-ario L, ysiv=1
reemplazamos x; por el operador O-ario T

X - .
> [7] tiene una variable menos que ¢
Determinar si ¢ es satisfacible se reduce a determinar si p[2] o ¢[3] es

satisfacible

> Asi, una instancia de SAT se reduce a instancias mas simples de SAT
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Relaciones auto-reducibles: formalizacién

Definicion
Una relacion R C ¥* x ¥* es auto-reducible si:

1. Existe una funcién g : ¥* — N tal que g es computable en tiempo
polinomial y para cada (x,y) € R se tiene que |y| = g(x)
2. Existen funciones ¢ : ¥* x X* - ¥* yo: X" — N tales que:
> 1 y o son computables en tiempo polinomial
> o(x) € O(log(|x]))
> Vx € X*:sig(x) > 0, entonces 0 < o(x) < g(x)
> Wx,w € I [(x, w)| < I
> Vx,y EX* cony = a1 an:
(x,¥) € R siy sdlo si ((x,a1- - as(x)): do(x)+1 - an) € R
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Relaciones auto-reducibles: ejemplos

Ejercicios
Demuestre que las siguientes relaciones son auto-reducibles:

1. Rsat = {(p,0) | ¢ es una férmula proposicional y o es una
valuacién tal que o(p) = 1}

2. Rs ={(G,S) | G es un grafo y S es un conjunto independiente
de G}
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Una relacion natural no auto-reducible

Dado un grafo G = (N, A), decimos que S C N es un conjunto independiente
maximal de G si:

1. S es un conjunto independiente de G

2. Para todo conjunto independiente S’ de G, no se cumple que S C S’

Considere la relacién:

Rwis = {(G,S) | G es un grafo y S es un conjunto independiente maximal de G}

iEs Ruis auto-reducible?

» ;Cémo se puede demostrar que no lo es?
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Una propiedad de las relaciones auto-reducibles

Para demostrar que Ruis no es auto-reducible identificamos una propiedad de
las relaciones auto-reducibles que no es cumplida por Ruis

» Bajo una suposicién de complejidad

Dado un alfabeto ¥, suponga dado un orden lineal en

> Este orden lineal induce un orden lexicografico < en L*

Definicion

Dada una relacion R C X" x ¥*:

Exists(R) = {x|3y:(x,y) € R}
Min(R) = {(x,y)|x € Exists(R) Ay = argmin_{z | (x,z) € R}}
Max(R) = {(x,y)|x € Exists(R) Ay = argmax_{z | (x,z) € R}}
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Una propiedad de las relaciones auto-reducible

Teorema

Si R es una p-relacion auto-reducible tal que Exists(R) € PTIME,
entonces Min(R) € PTIME y Max(R) € PTIME

Ejercicio

Demuestre el teorema
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Rmis no es auto-reducible

Proposicion
Si Rwuis es auto-reducible, entonces PTIME = NP

Ejercicio
Demuestre las siguientes propiedades:
1. Rwis es una p-relacién y Exists(Rwis) € PTIME

2. Min(Rwis) es co-NP-completo

A partir de estas propiedades y del teorema demuestre la proposicion.
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Solucionando el ejercicio: Min(Rwis) es NP-hard

Vamos a mostrar que CNF-SAT </ Min(Rwis)

» Dada una formula proposicional ¢ en CNF, mostramos como construir en
tiempo polinomial un grafo G = (N, A) y un conjunto S C N tales que:

 es satisfacible siy sélosi (G,S) € Min(Rwis)

Debemos representar S como un string sobre un alfabeto X fijo.

> Esto es necesario porque debemos tener un orden lexicografico sobre los
conjuntos independientes maximales de G

En estricto rigor también G deberia ser representado como un string sobre

> Aunque esto no es fundamental para la demostracién
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Solucionando el ejercicio: Min(Rwis) es NP-hard

Vamos a dar la idea de la demostracién con un ejemplo.

» Dejamos como un ejercicio el generalizar esta idea a cualquier
férmula proposicional en CNF

Suponga que ¢ = GG A G, donde GG = (rVit)y G = (tV-sV -tV -u)

> Consideramos X = {0, 1} en la reduccién
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Los nodos del grafo G

El conjunto N de nodos de G es definido como:
N = {C]_,C27r,5, t, U,"r,"57“t7ﬁu,*}

donde x es un simbolo que no es mencionado en ¢
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Representando un conjunto independiente de G

Para representar un conjunto S C N usamos un string w € {0,1}" de largo 11

» El primer bit de w es 1 si C; € S, y 0 en caso contrario. El segundo bit de
weslsi G €S, yO0 en caso contrario

> El tercer bit de w es 1 si x € S, y 0 en caso contrario

> Los siguientes bits de w son construidos de la misma forma para los
nodos r,s, t,u,—r,s,—t, U

Ejemplo

El conjunto S = { G, *, u, s, 1t} es representado por el string 01100010110
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Los arcos del grafo G

©

ONORORORCRONORO

O, ©)
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Los arcos del grafo G

©

cNojfcjoJcNoNCNC

O, ©)
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Los arcos del grafo G

©

ONONONONOBOBOBC
“A

O, ©)
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Los arcos del grafo G
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Los arcos del grafo G
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Los arcos del grafo G
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La equivalencia entre los problemas

S = {x} es un conjunto independiente maximal de G

> Es representado por el string 00100000000

Tenemos que ¢ es satisfacible si y sélo si (G, S) € Min(Rwis)

> ;Por qué se cumple esto en general?

S" = {r,—s} también es un conjunto independiente maximal de G
> S’ representa a una valuacién o que satisface ¢: o(r) =1y o(s) =0
» S’ es representado por el string 00010000100

» Tenemos que (G, S) € Min(Rwis) puesto que 00010000100 es menor que
00100000000 en orden lexicografico
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Comentarios finales

Ejercicios

1. Para o = (rVt)V(tV —sV —tV -u), encuentre S” tal que
(G,SH) S Min(RNus)

2. Generalice la construccién mostrada para cualquier férmula proposicional
@ en CNF

> Si ¢ menciona m cldusulas y n variables proposicionales, entonces el
grafo G debe tener m+2 - n+ 1 nodos

» Como en el ejemplo, se debe tener que S = {x}

3. Para la construccién realizada en 2, demuestre que ¢ es satisfacible si y
sélo si (G, S) € Min(Rwis)
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Una herramienta fundamental

Teorema (Jerrum, Valiant & Vazirani)

Sea R una p-relacién auto-reducible. Si existe un FPAUG para R,
entonces existe un FPRAS para R.

11C3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 28 / 107



La idea de la demostracién: primer ejemplo

Vamos a mostrar algunas de las ideas fundamentales de la demostracién
considerando #SAT

> Recuerde que Rsat = {(p, ) | ¢ es una férmula proposicional y o
es una valuacién tal que o(p) = 1} es una p-relacién auto-reducible

Suponemos que tenemos un generador uniforme para Rsat

> Si este generador funciona en tiempo polinomial entonces vamos a
obtener un FPRAS para #SAT

» En la demostracién del teorema la hipdtesis sera que existe un FPAUG
para la relacién que estemos considerando
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La idea de la demostracién: #SAT

Sea G un generador uniforme para Rsat que funciona en tiempo
polinomial.

Para cada férmula proposicional ¢ tenemos:
> si o(¢) =0, entonces Pr(G(p) =0) =0

> si o(p) =1, entonces Pr(G(p) = 0) = #S+T(w)
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La idea de la demostracién: #SAT

Sea ¢ un férmula proposicional y {xi,...,x,} el conjunto de variables
mencionadas en ¢

Podemos utilizar G para generar una valuacién o tal que o(p) =1

> Si G(¢) = L, entonces sabemos que ¢ no es satisfacible y
#SAT(p) =0

Suponemos que o(x;) = v; paracada i € {1,...,n}
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La idea de la demostracién: #SAT

Tenemos que #SAT(p[32,...,32]) =1

7V"

> o[%,..., %] es obtenida desde ¢ reemplazando casa variable x; por
Vi Vn
el valor v;

> Si v; = 0 reemplazamos x; por el operador O-ario L, ysi v =1
reemplazamos x; por el operador O-ario T
St Xn ; ;
> o[, ..., 2] no tiene variables

Asi, tenemos que:

#SAT (¢)
#SAT(p) = FHSAT(p[2,..., 2
() #SAT(p[2, ..., 2]) #AT(Pl o))

11IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 32 /107



La idea de la demostracién: #SAT

Por lo tanto, tenemos que:
1
#SAT(p) = »

donde:

HSAT(p[2, ..., %))
#SAT(¢)

Podemos entonces estimar #SAT () utilizando una estimacién para p

» Utilizamos G para estimar p
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Estimando p

Sea X una variable aleatoria que toma valor 1 para o, y toma valor 0

para cada valuacién ¢’ tal que o’(p) =1y o' # 0o

> En particular, tenemos que X ~ Ber(p)

Tenemos que E[X] = p, por lo que podemos estimar p a través del
muestreo de X

» Realizamos t > 1 nuestras independientes Xj, ..., X; de X,y
utilizamos como estimador el promedio X = %Zf:l Xi

» Puesto que E[X] = p y tiene una menor varianza
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Estimando p

Para estimar p utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j:=1to t do
o' = G(y)
if o/ = o then
fav:= fav+1

fav

return r

i Qué tan buena es la estimacién de p? j Cudntas muestras t debemos
realizar para tener una buena estimacién de p?
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Estimando p

Usando la desigualdad de Chebyshev obtenemos:
Var[X]
T g2 E[X]?
Var[X]

Pr(|X — E[X]| > ¢ E[X])

p-(1—-p)

t-e2- E[X]2

1

IA

Por lo tanto, si < t, entonces:

. S
EZAE[X]Z

Pr(X — E[X]| > < - E[X]) <

=
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Estimando p

11C3810

Para obtener una buena estimacién de p realizamos entonces t = [ﬁ}

muestras

» ;Cudan grande es t?

Dado que E[X] =p = j. obtenemos:

1
#5AT(p

. {4 : (#Sf(@)j

Por lo tanto, t puede ser exponencial en el tamaino de ¢

» ;Puede ser solucionado este problema utilizando una valuacién distinta de

o que satisfaga p?
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Reduciendo el nidmero de muestras

Consideramos nuevamente la valuacién o que satisface ¢

> Recuerde que o(x;) = v; para cada i € {1,...,n}

Tenemos que:

#SAT(¢) #SAT(P[2])  #SAT(p[, 2])
SAT(p) = : : :
HOATIE) = GSAT(AR])  #SAT(ALR, 2) #SAT(ALE, 2, 2]
CHSAT(er o =)

HSAT([2, ..., 2])
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Reduciendo el nidmero de muestras

Por lo tanto:

1 1

SAT(p) = ' '

# ((p) #SAT(AP[%]) #SAT(SD[%r%])

#SAT(p) #SAT(2[31])
1 1
#SAT(2[3L,2]) #SAT(L/)[%yuuj:ii])

o HSAT(p[ L., %50

Definiendo p; = ————<2""7%i obtenemos:
#SAT(2I 5oy =1])

1
#SAT(p) = H;
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Estimando p;

Sea X una variable aleatoria tal que para toda valuacién ¢’ que
satisface ¢:

X( ,) 1 si U’(Xl) =W
o =
0 en caso contrario

Tenemos que X ~ Ber(p1)

Realizamos t > 1 nuestras in@pendientes X1, ..., X; de X, y utilizamos
como estimador el promedio X = 1377 X;
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Estimando p;

Para estimar p; utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j:=1to t do
o’ :=G(e)
if O'/(Xl) =W then
fav:=fav+1

fav

return r

i Qué tan buena es la estimacién de p17? jSolucionamos el problema que
teniamos con el enfoque anterior?
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Estimando p;

Usando nuevamente la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

1

Pr(|Y—E[Y]|25-E[Y]) < TE[X]Q

Entonces realizamos t = fﬁ} muestras

#SAT([31])
#SAT ()

o { 4 (#SAT(9))? 1
e - (#SAT(#[31])

1

> Dado que E[X] = p1 = , obtenemos:

Por lo tanto, nuevamente t puede ser exponencial en el tamaiio de ¢
> Por ejemplo, si #SAT(p[51]) =1y #SAT(¢) = 2"t 41
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Reduciendo el valor de t

11C3810

i Qué salié mal? El problema de elegir o antes de realizar la estimacién de

= 1
p1 es que el valor E[X] puede ser muy pequefio, por lo que el valor EXE
puede ser muy grande.

> En el caso anterior podiamos tener que E[X] = por lo que

E[)l(]Z = (2n_1 + 1)2

1
2n71+1 1

Para evitar este problema, tenemos que elegir el valor vy por el que
vamos a reemplazar la variable x; después de realizar las t muestras.
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Reduciendo el valor de t

Sea:

_ #SAT(»[%]) 5= #SAT([1])
- #SAT(p) ~ #SAT(p)

Noétese que a + S =1

Sean Y, Z variables aleatorios tales que para toda valuacién o que satisface ¢:

IR N
B 1 sio(x)=1
() {0 si o(x) =0

Nétese que Y ~ Ber(a), Z ~Ber(8)y Z=1-Y
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Reduciendo el valor de t

Consideramos los estimadores Y y Z que calculamos con el siguiente

algoritmo:
favy :=0
favy ;=0
for j:=1to t do
o :=G()
if O’(Xl) =0
then favy = favy +1
else favy := favy +1
favy favz
return (=2, 22)
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Reduciendo el valor de t

Finalmente reemplazamos x; por:

Y

I
28 .
<!l <l
(A4
NI NI

A

Lo cual corresponde a utilizar el siguiente estimador:

X = max{Y,Z}

Vale decir, reemplazamos x; por el valor vi que esperamos que aparezca un
mayor nimero de veces en las valuaciones que satisfacen ¢
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Reduciendo el valor de t

iSolucionamos el problema con el valor de E[X]? iSi!

Dado que Y < X y Z < X, tenemos que E[Y] < E[X] y E[Z] < E[X]
> Por lo tanto a < E[X] y 8 < E[X]

Tenemos que o + 3 < 2 - E[X], de lo cual concluimos 1 < E[X]

Concluimos entonces que:
! <
EX]> —
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i Qué mas debemos hacer?

Debemos realizar procedimientos de estimacién similares para pa, ..., pn

» En todos ellos usamos el mismo valor de muestras t

Ademds, debemos calcular cémo los errores en las estimaciones de p;,
., Pn S€ cOomponen para obtener un error para la estimacién de

n
H Pi
i=1
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i Qué mas debemos hacer?

n
Finalmente, a partir de la estimacién de Hp,-, obtenemos una
. . I=1
estimacién de:

= H pi

i=1

Esto nos da como resultado un FPRAS para #SAT.

Vamos a mostrar en un segundo ejemplo como las estimaciones pq, ...,
pn son utilizadas para generar un FPRAS para un problema de conteo a
partir de un generador uniforme de soluciones.
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La idea de la demostracién: segundo ejemplo

En este segundo ejemplo vamos a explicar cémo componer los errores en
las estimaciones locales para obtener una cota superior en el error total
de la estimacion.

Y también queremos considerar una forma alternativa de auto-reduccién.

» Hay muchas formas de definir una nocién de relacién auto-reducible
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La idea de la demostracién: segundo ejemplo

Utilizamos - para denotar el producto interior usual en R” (n > 1)

Considere el siguiente problema:

KS = {(a,b)| € N" paran>1,
b€ Zyexiste X € {0,1}" tal que - X < b}

KS es una versién simplificada del problema de la mochila, de hecho
tenemos que KS € PTIME
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KS como una relacién y el problema de conteo asociado

Ejercicio
Podemos representar KS como la siguiente relacién:

Rks = {((&b),x)|deN" yxe{0,1}" paran>1,beZy 3 -x<b}

Demuestre que Rks es auto-reducible.

Definimos la funcién de conteo #KS como #KS(a, b) = Ng,((a, b))

> Suponiendo que & € N”, tenemos que #KS(&, b) es el nimero de vectores
X €{0,1}" tales que - X < b
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La idea de la demostracién para KS

Sea (&, b) una entrada de #KS

> Suponemos que &= (a1,...,an)con0< a1 < ---<a,yb>0

» ;Por qué podemos suponer esto?

Definimos by = 0 y para cada i € {1,...,n}:

b = ml’n{Zaj, b}
j=1

Es importante notar que:

#KS(F b)) = 1
#KS(3, b)) < #KS(3, biy1) paratodoi€{0,...,n—1}
#KS(3,by) = #KS(a,b)
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La idea de la demostracién para KS

De la misma forma que para #SAT, la demostracidén se basa en la igualdad:

L oy _  #KS(a b))  #KS(3 bo-1)
#KS(3, D) = #KS(@bi) = 4 KS(F boy)  #KS(3, bra)
#KS(3, b1)

#KS(a, bo)

- #KS(3, bo)

Para cada i € {1,..., n} definimos:

 #KS(3,bia)
Pi = THKS(E, b)
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La idea de la demostracién para KS

Tenemos que 0 < p; < 1 para cada i € {1,...,n}

Considerando que #KS(3, bp) = 1, concluimos que:

D H/"

Por lo tanto, si logramos tener buenas estimaciones de cada p; podemos
. ./ 1
obtener una buena estimacién de FRSGED)

> Y de esta forma de #KS(&, b)
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Estimando p;

Sea X; una variable aleatoria tal que para toda valuacién X € {0,1}" que
satisface 3+ X < b;:

1 si§~>?§b,-_1

Xi(x) =
O en caso contrario

Tenemos que X; ~ Ber(p;)

Realizamos t > 1 nuestras independientes Yj 1, ..., Yj: de X;, y utilizamos
como estimador el promedio Y; = 1 ->1 ) Vi

> Recuerde que E[Y]] = p; y tiene una menor varianza

i Pero como podemos muestrear X;?
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Estimando p;

En este punto necesitamos suponer que tenemos un generador uniforme
para Rks

> Si este generador funciona en tiempo polinomial entonces vamos a
obtener un FPRAS para #KS

» En la demostracion del teorema la hipétesis serd que existe un FPAUG
para la relaciéon que estemos considerando

Sea G el generador uniforme que necesitamos. Para cada entrada (C, d)
de KS con ¢ € N, y cada vector ¥ € N tenemos:

- 2

> si ¢y > d, entonces Pr(G(c,d) =y) =0

> si ¢-y < d, entonces Pr(G(c,d) =y) = m
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Estimando p;

Para estimar p; = % utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j:=1to t do
V= G(a, b;)
ifa-v < bi—l then
fav:.=fav+1

return fa"

iQué tan buena es la estimacién de p;? ;Que tan buena es la estimacién
de #KS dadas las estimaciones de p1, ..., pp?

> Tenemos que acotar la probabilidad de error
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La probabilidad de error

Sea Z = ﬁ?,
i=1

Y sea e € (0,1)

Para obtener un FPRAS para #KS, primero tenemos que acotar
superiormente la siguiente probabilidad:

1 1
PQZ#Ks(b)\E#KS(b))
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La probabilidad de error

Dado que Y; es independiente de Y para i # j; tenemos que:

n

el2) - €[] V] - HE[Y] - Hp, - e

i=1

Usando entonces la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

1 1
(|7 - ssm | 2 )

Pr(|Z — E[Z]| > - E[Z])

Var[Z]
e2 - E[Z]?
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La probabilidad de error

Pero tenemos que:

Var[Z] 1 Var[Z]

2 E[ZP ~ 2 EZP
T (E[ZZE[Zlf[Z]>
- 3(8-)
2 ()
- & (E[H'El[:]] )
- i( E{:]] )
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La probabilidad de error

()

_ i( (Var[\;][:]f[\’]) 1)
(1))
- ()

. . Var[Y]]
Por lo tanto necesitamos acotar superiormente 5

i
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Var[Y]

i

Acotando superiormente

Tenemos que:

Var[Y]  Var[; X, Vi
o P?
g Var, Vi)
a p:
_p oy Var[Yi]
p:
. t%'Z;:lpi'(l_pi)
B P7
_ potpi-(1-p)
- p7

_ 1.(1,1>
t pi
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Var[Y]

i

Acotando superiormente

Lema

Para cada i € {1,...,n} se tiene que:

#KS(3, bi—1) < #KS(3, b)) < (n+1)-#KS(a, bi-1)

Ejercicios
1. Sea X € {0,1}" tal que X = (x1,...,%n) y a- X < b;. Demuestre que si
3. X > bj_1, entonces existe una posicién j € {1,...,n} tal que x; =1y
para el vector y = (xi,...,%j—1,0, Xj11,...,Xn) Se tiene que 3- ¥ < bj_;.

2. Demuestre que el lema es consecuencia de la propiedad anterior.
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Var[Y]

i

Acotando superiormente

Del lema concluimos que para cada i € {1,...,n}:

1 #KS(a, b) n
p T BKSGE ) - Y

Por lo tanto:
Var[Y]
Pi

~ | =

()

AN
~+ |3
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Acotando superiormente —5\2/:[[5]]2

De los célculos anteriores concluimos que:

Var[Z] 1
2w = = (11

™
N

Il
(X’)\)‘._.
VRS
1 -
—
+
~|3
—_

3
|

—_
~_

~ . Var[Z]
Escogemos t de manera de hacer pequena la cota superior para R

» Vamos a escoger t de manera que sea polinomial en ny é dado que n es
menor que el tamafio de la entrada (b, a)

» Esperamos que ny E% sean valores grandes, por lo que t debe disminuir
el impacto de estos valores

» Tomamos t = c - n* - £~ 2, donde ¢ es una constante
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Var[Z]

El valor de t y una cota superior para ZE[ZF

Tomamos t =5-n% -2

Tenemos que:

8 < 3 ()
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El valor de t y una cota superior para —5\2/?[[2]2

Ademads, tenemos que:

] - ()6

i=0

IN
(-
=
-7 N
| O
~—

i=0 !
2
L)
i=0 i!
22
= e5
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El valor de t y una cota superior para —5\2/?[[2]2

Ejercicio
i 2 . L g
Demuestre el lema considerando que 0 < - < % y el intervalo donde la funcién

f(x) = e%'x — x — 1 es negativa.

Concluimos que:
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El valor de t y una cota superior para —E‘Z’aE'[[f]]z

Finalmente obtenemos que:

Var[Z] e 1"
2z < = (prss] -y
52
< ?'(1“_1)
1 g2
- 33)
1
T4

Por lo tanto, para todo 0 < € < 1 obtenemos:

Prl|e - sml > wsam) < wEgE <4 O
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Obteniendo un FPRAS para #KS

W

Dado 0 < § < 1, para terminar debemos demostrar que:
>

Pr(|Z™" — #KS(3, b)| < & - #KS(d, b))

De esta forma Z~! nos da un FPRAS para #KS

Considerando £ = £ en (}) obtenemos:
é 1 1) 1 3
I I P AP o9y, > 2
r((1-3) mrsm <2< (1+3) wsiam) >
Dado que 0 < g < 1, entonces tenemos que:
Lwsan) =

N

1 - -1
P HKS(A )< Z7' <
(fs #rs@p <zt < 2

N

71 / 107

11IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS



Obteniendo un FPRAS para #KS

< (1 + ), concluimos que:

1 1
Dado que (1 —4¢) < rel e
Pr((1—4) - #KS(a,b) < Z7' < (1+0) - #KS(&, b)) >
Pr<i.#KS(5 py<zl< -1 ks b)) > 3
1+ 2 = “1-3 ’ -4

Por lo tanto Z~! nos da un FPRAS para #KS
» El nimero de pasos ejecutados por el algoritmo es polinomial en el

tamafio de la entrada (3, b) y % si suponemos que G funciona en tiempo
polinomial, puesto que G es invocado n - t veces y:
) 3
2 —2 3 1) 20-n
n-t =n-5-n-¢ =5-n-(z = s
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La demostracién general

Vamos a extender las ideas utilizadas para #SAT y #KS al caso general.

Vale decir, dada una p-relacién R auto-reducible, vamos a demostrar que
si existe un FPAUG para R, entonces existe un FPRAS para R

11C3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 73 / 107



Algunos supuestos para la relacién R

Suponemos que R C ¥* x £*, y dados x, w € L* definimos:

Extr(x,w) = {ye€X™|(x,y) € Ryexiste z€ " tal que y = wz}

Seang: X" - N, ¢ : X" x X" - X" yo:X* — N funciones que muestran
que R es auto-reducible.

» De acuerdo a la definicidén vista en las transparencias anteriores

Ademds, sea G : X" x (0,1) - X* U{L} un FPAUG para R

Finalmente, sean c,d € R" tales que |Z|°™) < |x|° + d para todo x € ¥*

> Sabemos que existe porque o(x) € O(log(|x]))
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Un esquema de aproximacién para R

EAR(x, €)
if G(x,e) = L then return 0
else
N:=1
m := g(x)

t:=[180- (|x| +d)* - m*-7?]
while g(x) > 0 do
for j:=1to t do

€
yj = g(x, S—m)

Sea w € 7% el prefijo de largo o(x) mas comiin en {yi,...

o {je{l,...,t} | y; € Extr(x,w)}|

x 1= (x, w)
N::l-N /* se tiene que a > 0 */
a
return N
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EAR es un FPRAS para R

Vamos a demostrar que EAR es un FPRAS para R
> Sean x € X* y € € (0,1) una entrada de EAR

Si Nr(x) = 0, tenemos que EAR(x, €) retorna el resultado correcto 0 dado que
G es un FPAUG para R

> En el resto de la demostracién suponemos que Ng(x) > 0
De la misma forma, EAR(x, €) retorna el resultado correcto si g(x) =0

> iPor qué?

En el resto de la demostracién suponemos que g(x) > 0
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EAR es un FPRAS para R

Tenemos que el valor de la funcién g disminuye en cada iteracién

» ;Por qué?

Sea s la cantidad total de iteraciones realizadas por el algoritmo.

> Tenemos que s < g(x) =m
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EAR es un FPRAS para R

EAR funciona en tiempo polinomial en x|y 1
> Dado que R es una p-relacién, sabemos que existe un polinomio fijo p(u)
tal que m = g(x) < p(|x])

» Ademds, sabemos que m puede ser calculado en tiempo polinomial dada
la definicién de relacién auto-reducible

» Finalmente, tenemos que G es un FPAUG para R, y EAR realiza a lo mas
m-[180 - (|x|° + d)* - m* - £72] llamadas a la funcién G

Nos queda entonces por demostrar:

MW

Pr((l —¢)- Nr(x) < EAR(x,e) < (1+¢)- NR(x)> >
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La propiedad central

Dado i € {1,...,s}, para la iteracién i del algoritmo sean:
> x;, N; los valores de las variables x y N al principio de la iteracién
» Tenemos que x; =xy Ny =1

> w;, a; los valores de las variables w y « calculados en la iteracién

Propiedad de aproximacién

Para cada i € {1,...,s}:

% [Extr(xi, wi)| (1+6)-0z;
1—|—% NR(X,') 2m
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Usando la propiedad de aproximacién

Tenemos que:
Pr((l —¢)- Nr(x) <EAR(x,e) < (1+¢)- NR(X)) =
Pr ((1 —¢€) - Nr(x) < EAR(x,e) < (1 +¢€) - Ng(x) | propiedad de aproximacién)-

Pr(propiedad de aproximacic’)n) +

Pr ((1 —¢) - Nr(x) < EAR(x,e) < (1+¢) - Ng(x) | propiedad de aproximacién>~

Pr(propiedad de aproximacién) >

Pr ((1 — &) Nr(x) < EAR(x,¢) < (1+¢)- Ng(x)

propiedad de aproximacién) .

Pr(propiedad de aproximacic’)n)
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Usando la propiedad de aproximacién

Por lo tanto, para demostrar que EAR es un FPRAS para R basta acotar
inferiormente la siguiente probabilidad:

Pr((l —¢) - Nr(x) < EAR(x,e) < (1+¢€) - Nr(x)

propiedad de aproximacién) .

Pr(propiedad de aproximacién)

Primero vamos a demostrar que la propiedad de aproximacién es suficiente para
tener una buena aproximacién de Ng(x)

> Después de esto vamos a acotar inferiormente la probabilidad de que la
propiedad de aproximacién se cumpla
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La propiedad de aproximacién es suficiente

Definimos xs11 y Ns+1 como los valores de las variables x y N al final de
la iteracién s del algoritmo.

> Tenemos que g(xs11) =0, Ng(xs+1) = 1y el valor retornado por el
algoritmo es Ny

> ;Por qué?

Dado i € {1,...,s}, tenemos que:
xip1 = P(xi, wi)
Nr(xiy1) = [Extr(xi, wi)|
Niypr = = Ni
aj
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La propiedad de aproximacién es suficiente

Ademads, tenemos que:

o |Extr(xi, wi) < (1+i) e
2m

(1+5,) = Nr(x)
M < [Extr (i, wi)| - ﬁ <1+ %) Nr(x) - N
M < Ne(xis1) - Nigs < <1 + i)  Ni(xi) - Ni

Asi, la cantidad Ng(x;) - N; es casi una invariante del ciclo while
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La propiedad de aproximacién es suficiente

Suponiendo que la propiedad de aproximacién es cierta concluimos que:

NR(Xl) . N1 13 s
=yl - <N - N, < (14+—] -N - N
(1_|_ ﬁ)s = R(Xs+1) s+1 > + om R(Xl) 1
Por lo tanto, dado que s < m tenemos que:
NR(Xl) . Nl € m
—— 7 = < Np(xsq1) Nspr < (1 - N -V
(g = MRCor) e s (1 gn ) Neba) -
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Algunas propiedades de Ng(x;) - N;

Dado que x; = x y Ny = 1, tenemos que Ng(x) = Ng(x1) - Ny

> Recuerde que queremos calcular Ng(x)

Dado que Ng(xs+1) = 1, tenemos que Ng(xst1) - Nst1 = Nsy1

> Ademds, sabemos que EAR(x,¢) = Ngi1
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La propiedad de aproximacién es suficiente: conclusidn

Juntando los resultados anteriores obtenemos:

NR(X)

9
(14 25)"

< EAR(x,¢) < <1+ )m-NR(X)

2m
Dado que € € (0,1), tal como el caso de #KS obtenemos:

<1+6) < e? < e+1
2m

Ejercicio
Demuestre que ez < &+ 1 considerando que 0 < £ < 1y el intervalo
donde la funcién f(x) = e — x — 1 es negativa.
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La propiedad de aproximacién es suficiente: conclusidn

Asi, suponiendo que la propiedad de aproximaciéon se cumple obtenemos:

NR(X)
T+ o) < EAR(x,e) < (1+4¢)- Ngr(x)

1
Sabemos que (1 —¢) < 317, puesto que € > 0

Suponiendo que la propiedad de aproximacién se cumple, obtenemos entonces:

(1 —¢)-Ngr(x) < EAR(x,e) < (1+¢)- Ng(x)
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La propiedad de aproximacién es suficiente: conclusidn

Vale decir, hemos demostrado que:
Pr((l —¢)-Ng(x) < EAR(x,e) < (14¢)- Ng(x) ’

propiedad de aproximacién) =1

De esta forma, para terminar la demostracién tenemos que demostrar:

3
Pr(propiedad de aproximacién) > 1
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion)

Fijeie{1,...,s}

» | corresponde a una iteracién de EAR

Para cada u € 7™ definimos la variable aleatoria:

{je{1,...,t}|Ize X" y; = uz}
t

X, =

X, es un promedio de t variables aleatorias que toman valor 0 6 1, las cuales
denotamos como X , para j € {1,...,t}

> Xju(y;) =1siy; = uz para algin z € ¥*, y Xj .(y;) = 0 en otro caso

t
. 1
Vale decir, tenemos que X, = : ZX-,U

J=1
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion)

Tenemos que:

t

1 1< 1< 1
Var[X,] = Var{? ZXJ-,U} = pgvar[xj,u] < ggl =7

Jj=1

Dado que t = [180 - (|x|° + d)® - m® - £72], por la desigualdad de Chebyshev
concluimos que:

Pr{b B2 g a) S T
6-(xjc+d)-m €2
36 - (|x| 4+ d)? - m?
e?-t
36 - (x| +d)? - m?
€2-180 - (|x|c +d)3 - m3 . e-2
1
5-(x|]c+d)-m

IN
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

El valor de cada variable aleatoria X, es una funciéon de las
variables y1,...,;

> Podemos entonces hablar de X,(y1, ..., yt)

De la misma forma, el valor de la variable aleatoria «; es una funcién de
Yi,--+, Y, ¥y podemos hablar de a;(y1, ..., yt)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

Suponga que v es el valor de w;. Si los valores de la variables y1, ..., y: en la
iteracién i son ai, ..., a:, respectivamente, entonces tenemos que:
ai(ai, ..., a) = Xoa,.-.., ar)

Es importante notar que no podemos concluir que:

ailyr, .-, y)) = X,y xe),

dado que v es un string fijo calculado en la iteracién i
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No podemos concluir que a;(y1,...,y:) = Xo(y1,-- -, ¥t)

Suponga que ejecutamos el algoritmo nuevamente obteniendo v/ como el

valor de w;
» Ademas, suponga que los valores de la variables yy, ..., y;: en la
iteracion i de esta nueva ejecucién son by, ..., b;, respectivamente.

Sabemos que «;(by,..., b)) = X,/ (b1,..., bt)
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,.]| > )

Queremos entender cudn cercar estd «; de E[X,,]

> Vale decir, queremos acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,]

> 0)

Dado que a; = max X, no podemos utilizar la desigualdad de

uex o)
Chebyshev para acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,]| > )

> ;Por qué?
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,.]| > )

Si |a; — E[X4,]| > ¢ en la iteracidn i, entonces se debe tener que
|XWi - E[XWV:” >0

> Y si esperamos que esto se cumpla en la iteracién i de cada ejecucién de

EAR, entonces en cada ejecucién debe ser posible encontrar u € o)
tal que [ Xy — E[X,]| > 0

Por lo tanto, tenemos que:

Pr(loj — E[X,]| > 8) < Pr( \ X —E[X]| > 5>

uey o)
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1 . €
Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 6,(|X|6+d).m)
Utilizando la conclusién de la transparencia anterior:
Pr(jai— E[Xu]| > —o
' =6 (|x|c4+d)-m
€
u u > - 71 - .~ <
Pr( Vel > g ) <
uexa (i)
€
_ > -
Z‘ PI’<|XU E[Xu]‘— 6~(|X|C+d)-m)
UEZ”(X/)
e
5-(x|c+d)-m
uexoxi)
1 )
L a(x;) <
5-(xlc+d)-m = -
1 c 1 |xi|€ 4+ d 1
S S— = — . (212 <
5-(x|c+d)-m (bal” + ) 5m (|x|°+d) ~ 5m
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i Por qué EAR elige el prefijo de largo o(x) mas comun
en {y1,...,ye}?

Como w; se elige como el prefijo de largo o(x;) mds comin en {y1,...,y:},
sabemos que:

_ {je{1,...,t} |y € Extr(xi, w;)}| t 1 _
t = OXfeta) ot
1 > 1 > 1
[Z|7C) = xile+d T |x]e+d

Qi

Concluimos entonces que:

€ €
—EXu ]l <ai— ) > —EXl <
Pr(|a E[X,]| < « 6m> > Pr(|a E[X’]|_6-(\x|c—|—d)-m)
> 1L
- 5m
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Dos desigualdades utiles

Tenemos que 1+ £ >1+ £
5m 6m

Por otra parte, para € € (0,1) también se tiene que:

1 €
< 1——
1+ 6m
puesto que m > 1y:
1 € 5m bm — ¢
<l-— & <
1—&—5%_ 6m S5m+e = 6m
o 30-m*<30-m*+6-m-e—5-m-eg—¢e?
& 52§m~5
& e<m
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Una cota inferior para Pr(|a; — E[X,,]| < i &)

Usando todas las desigualdades anteriores concluimos que:
P = <EX]< (1+ = >
r\ —— o < wil S e QG =
1+ & ' 5m

Pr((l - 6‘;) o < E[Xy] < (1+ 6€m> .a,.> _

9
P i—EXw]l <ai-— | >
e(loi - B <0 )

-1
5m
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Acotando E[X,,]

Por definicién de X,,, se tiene que:
1 t
X = E|TY X
j=1
1 t
= T Z E[X'7Wi]
j=1
1 t
- ? Z (1 ' Pr(XLWf - l) +0- Pr(XLWf = O)>
j=1
~ Iy Y (xS ) -
Y hEm =Yy
J=1 y€Extp(xi,w;)
€
= P iy = =
> ee(ofns;) =)

yEExtr(xi,w;)
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Acotando E[X,,]

Como G es un FPAUG para R, tenemos que:
€ 1 € € 1
= ). < — | = < = ).
(1-5) e < P(o(wm) =) < (1450) oy

Por lo tanto:

Z (1 - 5%) . NR](-X:') < BXul < Z (1+ 5%) ' NRtX")

yEExtr(x;,w;)

De lo cual concluimos que:

(1- o) Eelemdl < e < (14 ) el
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Acotando E[X,,]

Dado que:

Concluimos que:

1 |EXtR~(X,‘7 W;)‘

3
< E[Xy] < (14—
oz = =

4m

) ) |EX'ER(X,'7 W,')|
NR(X,')
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Otra desigualdad dtil

Para € € (0,1), se tiene que:
€ € €
14— > 1+ —)-(1+—
+ 2m ( + 5m> ( * 4m>

Puesto que € € (0,1) y:

€ € € € €
1+ —>(1+— ) -1+ — 1+ —>14 — + —
*3 *<+5m) <+4 ) C A T T Em
2
€ € € €
> = 4= 4=
< 2m_4m+5m+20m
& 105255—1—45—1—52
& 5252
& 1>e
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Acotando inferiormente Pr( ;7" < lEXﬁ;g’;‘)’v"” <(1+5) o)
2m 0

Usando las desigualdades anteriores, tenemos que:

1 1 € “EXt;:g(X,'7 W,')|
— o <EX,] = —mm o< |1 +— ) ———F—FF
A+ =) & = EXl i+ =) ( +4m> Nr(x)

1 |EXtR(X,', W,')|
N oy < IRV W]
(&) 075 ()
1 |Extr (i, w;)|
= ey < R
(1+%) NR(X,')

De la misma forma obtenemos:

€ |Extgr(x;, w;)] €
EXw] < (14 — ) -0 EER I < (14— ) o
[ ’]_< + 5m> i = Ng(x;) +2m “
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Acotando inferiormente Pr((lJr = < |EX7\fR((X)'(")"”)| 1+ %) ai)

Juntando todo lo anterior, finalmente concluimos que:

o |Extgr (x;, w;)| €
P < <(14+—) o) >
’((1+;m) = W) S\ Tam) M) 2

o <(1f)<E[X ]<(1+;,7>~a;) . 1_&
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién): el
paso final

Recuerde que nuestro objetivo es demostrar que:

Pr(propiedad de aproximacién) >

~lw

Tenemos que:

Pr(propiedad de aproximacién) =

r(Alevs < S < (0 am) =) -
(g < g™ < (0 ) =) =

s

H(-5m) = (o) = (oan)
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién): el
paso final

1 m
Dado que m > 1, tenemos que (1 — ) >
5m

Vv
gl &~
V

Concluimos finalmente que:

1\" 3
Pr(propiedad de aproximacién) > (1 — ) > 2

Esto termina la demostracién del teorema. O
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