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Un ejemplo: equivalencia de polinomios

Consideramos polinomios en varias variables en Q

Un monomio es una expresion de la forma cxf1 .. x,e7 donde ceQy
cada /; € N.

Un monomio cxi®---x‘ es nulo si ¢ = 0

» Noesnulosic#0

El grado de un monomio cxf1 cooxb nonuloes g+ -+ 0,

n
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Polinomios en varias variables

Un polinomio es una expresién de la forma:

p(xi, - - ZH(Za,Jka+a,Jn+1>

i=1 j=1

donde cada a;jx € Q y cada a;j i1 € Q
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Polinomios en varias variables

La forma canénica de un polinomio p(xi,...,x,) es Unica, y es igual a 0
0 a una suma de monomios que satisface las siguiente propiedades:
» cada monomio en la forma candnica es de la forma cxf1 - xtn con
c#0
> sioxit-xtry dx™ - x™ son dos monomios distintos en la forma
candnica, entonces ¢; # m; para algin i € {1,...,n}
Un polinomio p(xi,...,x,) es nulo si su forma candnica es 0
El grado de un polinomio p(xi, ..., X,) no nulo es el mayor grado de los

monomios en su forma candnica.
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Equivalencia de polinomios en varias variables

Dos polinomios p(xi,...,x,) y g(x1,...,x,) son idénticos si para cada
secuencia ay, ..., a, € Q se tiene que:

p(ai,...,an) = q(a1,-..,an)
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Equivalencia de polinomios en varias variables

Dos polinomios p(xi,...,x,) y g(x1,...,x,) son idénticos si para cada
secuencia ay, ..., a, € Q se tiene que:
p(ai,...,an) = q(a1,-..,an)

Queremos verificar si dos polinomios son idénticos, para lo cual definimos
el siguiente lenguaje:

EQUIV-POL = {(p(x1,.--sXn), (X1, -+, %n)) |
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Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos resolver EQUIV-POL en tiempo polinomial?

11IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas 6 /70



Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos resolver EQUIV-POL en tiempo polinomial?

Tenemos un problema: calcular la forma canédnica de un polinomio toma
tiempo exponencial
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Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos resolver EQUIV-POL en tiempo polinomial?

Tenemos un problema: calcular la forma canédnica de un polinomio toma
tiempo exponencial

Vamos a construir un algoritmo aleatorizado para EQUIV-POL

» El ingrediente principal del algoritmo es el lema de Schwartz-Zippel
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El ingrediente principal

Lema de Schwartz-Zippel

., Xp) un polinomio no nulo de grado k, y sea A un

Sea p(xq, ..
., an son elegidos de manera

subconjunto finito y no vacio de Q. Si ay, ..
uniforme e independiente desde A, entonces
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El ingrediente principal

Lema de Schwartz-Zippel

Sea p(xi, ..., X,) un polinomio no nulo de grado k, y sea A un
subconjunto finito y no vacio de Q. Si ay, ..., a, son elegidos de manera
uniforme e independiente desde A, entonces

Ejercicio

Demuestre el lema de Schwartz-Zippel por induccién en n
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Un algoritmo aleatorizado para EQUIV-POL

Vamos a dar un algoritmo aleatorizado para el problema de verificar si
dos polinomios en varias variables son equivalentes.
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Un algoritmo aleatorizado para EQUIV-POL

Vamos a dar un algoritmo aleatorizado para el problema de verificar si
dos polinomios en varias variables son equivalentes.

Suponga que la entrada del algoritmo estd dada por los
siguientes polinomios:

14

P(Xl,---7Xn) = ZH(ZaleXk+atJn+1)
Il_j 1

q(xt, ..., xn) = Z (Zbljkxk+bl_]n+l)
i=1 j=1
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Un algoritmo aleatorizado para EQUIV-POL

EquivPolAleatorizado(p(xi, ..., x,), g(x1,...,Xn))

k:=1+4+mix{my,...,mp,s1,...,5}

A:={1,..,100 - k}

sea aj,...,a, una secuencia de numeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A

if p(ai,...,a,) = q(a1,...,a,) then return si

else return no
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Vamos a calcular la probabilidad de error del algoritmo.
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Vamos a calcular la probabilidad de error del algoritmo.

» Si los polinomios p(xi,...,xn) y q(x1,...,xn) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Vamos a calcular la probabilidad de error del algoritmo.

» Si los polinomios p(xi,...,xn) y q(x1,...,xn) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x1,...,Xn) Yy g(x1,...,%a) no son equivalentes, el
algoritmo puede responder si al escoger una secuencia de niimeros
ai,...,an desde A tales que p(a1,...,an) = q(a1,...,an)

» Donde A= {1,...,100- k}
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Vamos a calcular la probabilidad de error del algoritmo.

» Si los polinomios p(xi,...,xn) y q(x1,...,xn) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x1,...,Xn) Yy g(x1,...,%a) no son equivalentes, el
algoritmo puede responder si al escoger una secuencia de niimeros
ai,...,an desde A tales que p(a1,...,an) = q(a1,...,an)

» Donde A= {1,...,100- k}

Esto significa que (a1, ..., an) es una raiz del polinomio
r(le"'v)(") :p(X17"'7X") - q(Xla"'v)(”)
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

r(x1,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < k

» Dado que k =14 max{m,...,m¢,s1,...,5}
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

r(x1,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < k

» Dado que k =14 max{m,...,m¢,s1,...,5}

Utilizando el lema de Schwartz-Zippel obtenemos:

t k k 1
...,an) = < — < — = = —
Pr(r(a,-.a0) =0) < 70 < 75 = T50% = 700
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

r(x1,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < k

» Dado que k =14 max{m,...,m¢,s1,...,5}

Utilizando el lema de Schwartz-Zippel obtenemos:

t k k 1
...,an) = < — < — = = —
Pr(r(a,-.a0) =0) < 70 < 75 = T50% = 700

La probabilidad de error del algoritmo esta entonces acotada por llﬁ
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Un mejor algoritmo aleatorizado para el problema general

Ejercicio
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de equivalencia de
polinomios en varias variables.

> La probabilidad de error del algoritmo debe estar acotada por ﬁ

» Debe existir una constante k tal que el algoritmo en el peor caso es
O(m"*), donde m es el tamafio de la entrada

> Si consideramos p(x1,...,xn) ¥ q(xi,...,Xn) como palabras sobre
un cierto alfabeto, entonces m = |p(x1, ..., xn)| + [q(x1, .- ., Xn)]
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Una solucién para el ejercicio

EquivPolAleatorizado(p(xi, . .., x,), g(x1,...,Xn))

k:=14méx{my,...,mg,s1,...,5}

A:={1,...,100 - k}

for i :=1to 10 do
sea ai,...,a, una secuencia de nimeros elegidos de

manera uniforme e independiente desde A

if p(a1,...,an) # q(a1,...,a,) then return no

else return si
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Algoritmos probabilisticos y Mdquinas de Turing

i Cémo podemos formalizar la idea de un algoritmo probabilistico
utilizando la nocién de MT?

iPodemos definir clases de complejidad basados en los algoritmos
probabilisticos?

11IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas 14 /70



Algoritmos probabilisticos y Mdquinas de Turing

i Cémo podemos formalizar la idea de un algoritmo probabilistico
utilizando la nocién de MT?

iPodemos definir clases de complejidad basados en los algoritmos
probabilisticos?

Vamos a responder a esta preguntas en las siguientes
transparencias.
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MT probabilistica

Definicion

Una MT probabilistica es una tupla M = (Q,X,T, qo, 0, F) tal que:
» @ es un conjunto finito de estados

Y es un alfabeto finito tal que -,B & ¥

I es un alfabeto finito tal que ¥ U {-,B} C T

> go € Q es el estado inicial

v

v

» F C Q es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:

§ ¢+ QxTx{0,1} = QxTx {0}
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MT probabilistica: Funcionamiento

La entrada de una MT probabilistica M consiste de un string w € ¥* y
un string s € {0,1}*
> w es el input que se quiere aceptar o rechazar

> 5 es un string infinito de simbolos 0 y 1, el cual es considerado
como un string de bits aleatorios

En el estado inicial:
» M tiene en la primera cinta - wB--- y en la segunda cinta - s

> M estd en el estado qo

> Las cabezas lectoras de ambas cintas estdn en la posicién 1
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MT probabilistica: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y sus cabezas
lectoras estan en posiciones p; y p>

> Si el simbolo en la posicién p; (i =1,2) es a; y
5(q, a1, a2) = (¢', b, X), entonces:

» La maquina escribe el simbolo b en la posicién p; de la
primera cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora de la primera cinta a la posicién
p1—1si X es <, yalaposicion p; +1si X es —. Si X es [,
entonces esta cabeza lectora permanece en la posicién p;
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MT probabilistica: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y sus cabezas
lectoras estan en posiciones p; y p>

> Si el simbolo en la posicién p; (i =1,2) es a; y
5(q, a1, a2) = (¢', b, X), entonces:
» La maquina escribe el simbolo b en la posicién p; de la
primera cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora de la primera cinta a la posicién
p1—1si X es <, yalaposicion p; +1si X es —. Si X es [,
entonces esta cabeza lectora permanece en la posicién p;

» Mueve la cabeza lectora de la segunda cinta a la posicidn
p2+1
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

La entrada de una MT probabilistica M con alfabeto ¥ consiste de dos
strings w € ¥* y s € {0,1}¥

> Utilizamos la notacién M(w,s) para indicar las entradas de M

» Decimos que M(w,s) acepta si M con entrada (w, s) se detiene en
un estado final

> El caso en que M(w, s) rechaza se define de forma similar
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

La entrada de una MT probabilistica M con alfabeto ¥ consiste de dos
strings w € ¥* y s € {0,1}¥

> Utilizamos la notacién M(w,s) para indicar las entradas de M

» Decimos que M(w,s) acepta si M con entrada (w, s) se detiene en
un estado final

> El caso en que M(w, s) rechaza se define de forma similar

Primer supuesto

Consideramos una MT probabilistica M que se detiene en todas sus
entradas (w, s)
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Un paso de una MT probabilistica M consiste en ejecutar una instruccién
de la funcién de transicion
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Un paso de una MT probabilistica M consiste en ejecutar una instruccién
de la funcién de transicion

» Definimos tiempo,,(w,s) como el nimero de pasos ejecutados por
M con entrada (w, s)
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Un paso de una MT probabilistica M consiste en ejecutar una instruccién
de la funcién de transicion

» Definimos tiempo,,(w,s) como el nimero de pasos ejecutados por
M con entrada (w, s)

Segundo supuesto
Existe una funcién f : ¥* — N tal que para cada w € ¥* y s € {0,1}*:
tiempoy(w,s) < f(w)
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Un paso de una MT probabilistica M consiste en ejecutar una instruccién
de la funcién de transicion

» Definimos tiempo,,(w,s) como el nimero de pasos ejecutados por
M con entrada (w, s)

Segundo supuesto
Existe una funcién f : ¥* — N tal que para cada w € ¥* y s € {0,1}*:
tiempoy(w,s) < f(w)

Vale decir, hay una cantidad maxima de bits aleatorios que deben ser
utilizados con entrada w, la cual sélo depende de w
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Para estudiar el peor caso necesitamos la siguiente definicién:

tiempoy(w) = max{tiempoy,(w,s)|s e {0,1}*}
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El tiempo de ejecucién de una MT probabilistica

Para estudiar el peor caso necesitamos la siguiente definicién:

tiempoy(w) = max{tiempoy,(w,s)|s e {0,1}*}

Con esto tenemos que el tiempo de funcionamiento de M en el
peor caso es definido por la funcién ty:

tm(n) = max{tiempoy(w)|w € X*y |w|= n}
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La probabilidad de aceptar en una MT probabilistica

Tercer supuesto

Si para una MT probabilistica M con alfabeto ¥ se tiene que
tm(n) < g(n) para todo n € N, entonces suponemos que las entradas de
M son de la forma (w,s) con w € ¥*, s € {0,1}* y |s| = g(n).

Dado el tiempo de ejecucién de M no podemos usar mas de g(n) bits
aleatorios para una entrada w de largo n.
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La probabilidad de aceptar en una MT probabilistica

Sea M una MT probabilistica con alfabeto ¥ y tal que tp(n) < g(n)
para todo n € N.
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La probabilidad de aceptar en una MT probabilistica

Sea M una MT probabilistica con alfabeto ¥ y tal que tp(n) < g(n)
para todo n € N.

Definicion
Para cada w € ¥* tal que |w| = n, la probabilidad de que M acepte w es
definida de la siguiente forma:

{s € {0,1}* | |s| = g(n) y M(w, s) acepta}|

Prs(M acepte w) & ()
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Clases de complejidad probabilisticas

Vamos a definir una primera clase de complejidad considerando los
algoritmos probabilisticos

» Esto nos va a permitir decir cuando un lenguaje es aceptado por
una MT probabilistica

11IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas 23 /70



Clases de complejidad probabilisticas

Vamos a definir una primera clase de complejidad considerando los
algoritmos probabilisticos

» Esto nos va a permitir decir cuando un lenguaje es aceptado por
una MT probabilistica

Definicién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥.. Entonces L estd en RP si existe
una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para cada w € T*:

> Siw € L, entonces Pr(M acepte w) > 3

> Siw & L, entonces Pr(M acepte w) =0
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Clases de complejidad probabilisticas

Vamos a definir una primera clase de complejidad considerando los
algoritmos probabilisticos

» Esto nos va a permitir decir cuando un lenguaje es aceptado por
una MT probabilistica

Definicién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥.. Entonces L estd en RP si existe
una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para cada w € T*:

> Siw € L, entonces Pr(M acepte w) > 3

> Siw & L, entonces Pr(M acepte w) =0

Vale decir, para los lenguaje en RP tenemos algoritmos probabilisticos
que pueden cometer errores sdlo para los elementos que estdn en L
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La clase RP: un ejemplo

Ejercicio
Muestre que EQUIV-POL € RP
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. 7 o oo 3
i Por qué utilizamos la probabilidad 77

El valor 2 es arbitrario

» Podemos utilizar valores arbitrariamente mas pequenos
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. 7 o oo 3
i Por qué utilizamos la probabilidad 77

El valor 2 es arbitrario

» Podemos utilizar valores arbitrariamente mas pequenos

Lema de amplificacién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥. Si L € RP, entonces para cada
¢ € N, existe una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para

cada w € ¥*:
> Si w € L, entonces Pr(M acepte w) > 1— 1

> Siw ¢ L, entonces Pr(M acepte w) =0
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. 7 o oo 3
i Por qué utilizamos la probabilidad 77

El valor 2 es arbitrario

» Podemos utilizar valores arbitrariamente mas pequenos

Lema de amplificacién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥. Si L € RP, entonces para cada
¢ € N, existe una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para

cada w € ¥*:
> Si w € L, entonces Pr(M acepte w) > 1— 1

> Siw ¢ L, entonces Pr(M acepte w) =0
Ejercicio
Demuestre el lema de amplificacién
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PTIME C RP C NP
<O <@ <= «Er T 9AC
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iDénde esta la clase RP?

Teorema
PTIME C RP C NP

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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iDénde esta la clase RP?

Teorema
PTIME C RP C NP

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Corolario
PTIME C co-RP C co-NP
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i Qué sabemos sobre RP y co-RP?

Son problemas abiertos si PTIME = RP o RP = co-RP
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i Qué sabemos sobre RP y co-RP?

Son problemas abiertos si PTIME = RP o RP = co-RP

Pero se cree que PTIME = RP

> Puesto que si L € RP, entonces hay un algoritmo para resolver L puede
ser usado en la prdctica como un algoritmo de tiempo polinomial

» De esto se concluiria que RP = co-RP = PTIME
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i Qué sabemos sobre RP y co-RP?

Son problemas abiertos si PTIME = RP o RP = co-RP

Pero se cree que PTIME = RP

> Puesto que si L € RP, entonces hay un algoritmo para resolver L puede
ser usado en la prdctica como un algoritmo de tiempo polinomial

» De esto se concluiria que RP = co-RP = PTIME

EQUIV-POL es un ejemplo de un problema que estd en RP y para el cual
no se sabe si estd en PTIME.
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i Qué sabemos sobre RP N co-RP?

Tenemos que PTIME C RP N co-RP

i Podemos demostrar que PTIME = RP N co-RP?
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i Qué sabemos sobre RP N co-RP?

Tenemos que PTIME C RP N co-RP

i Podemos demostrar que PTIME = RP N co-RP?

» Este es un problema abierto
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i Qué sabemos sobre RP N co-RP?

Tenemos que PTIME C RP N co-RP

i Podemos demostrar que PTIME = RP N co-RP?

» Este es un problema abierto

Pero podemos demostrar que para cada problema en RP M co-RP
existe un algoritmo que lo decide en tiempo polinomial esperado.
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

Sea L € RP N co-RP con alfabeto X

11IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas 29 / 70



Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

Sea L € RP N co-RP con alfabeto X

Entonces existen MTs probabilisticas M; y M, tales que:

> ty,(n) es O(n*) y para cada w € *:

» Siw € L, entonces Pr(M; acepte w) >
> Siw ¢ L, entonces Pr(M; acepte w) =

O »rlw

> tu,(n) es O(n*) y para cada w € *:

» Si w ¢ L, entonces Pr(M, acepte w) >

3
= 4
> Siw ¢ L, entonces Pr(M, acepte w) =0
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

Sea g(n) = max{tm, (n), tpm,(n)}
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

Sea g(n) = max{tm, (n), tpm,(n)}

Considere el siguiente algoritmo para decidir si w € L:

1. Escoja al azar y con distribucién uniforme un string s € {0,1}* tal
que |s| = g(|wl)

2. Verifique si My(w, s) acepta. Si es asi retorne si, sino vaya al paso 3

3. Verifique si Ma(w, s) acepta. Si es asi retorne no, sino vaya al paso 1
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

El algoritmo anterior puede no detenerse.

> Si se detiene entrega el resultado correcto
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

El algoritmo anterior puede no detenerse.

> Si se detiene entrega el resultado correcto

i Cudl es el tiempo esperado de funcionamiento del algoritmo?
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

El algoritmo anterior puede no detenerse.

> Si se detiene entrega el resultado correcto

i Cudl es el tiempo esperado de funcionamiento del algoritmo?

» Calcular el nimero esperado de veces que se ejecuta la secuencia de
pasos 1 al 3 se reduce a calcular la esperanza de una variable

aleatoria con distribucién geométrica de parametro %
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Un algoritmo de tiempo polinomial esperado

El algoritmo anterior puede no detenerse.

> Si se detiene entrega el resultado correcto

i Cudl es el tiempo esperado de funcionamiento del algoritmo?

» Calcular el nimero esperado de veces que se ejecuta la secuencia de
pasos 1 al 3 se reduce a calcular la esperanza de una variable

aleatoria con distribucién geométrica de parametro %

Concluimos que el algoritmo funciona en tiempo polinomial esperado.
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Una clase de complejidad probabilistica mas general

11IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas 32/ 70



Una clase de complejidad probabilistica mas general

Definicién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥. Entonces L estd en BPP si
existe una MT probabilistica M tal que tp(n) es O(n¥) y para
cadaw € X*:

» Siw € L, entonces Pr(M acepte w)

>
» Siw ¢ L, entonces Pr(M acepte w) <

Bl= DW
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«O0>» «Fr «=» « .

BPP — co-BPP

it
v



iDénde esta la clase BPP?

Teorema
BPP = co-BPP

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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iDénde esta la clase BPP?

Teorema
BPP = co-BPP

Ejercicio

Demuestre el teorema.

Corolario
RP C BPP y co-RP C BPP
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iDénde esta la clase BPP?

Es un problema abierto si PTIME = BPP
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iDénde esta la clase BPP?

Es un problema abierto si PTIME = BPP
> De esto se concluiria que BPP = RP = co-RP = PTIME
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iDénde esta la clase BPP?

Es un problema abierto si PTIME = BPP
> De esto se concluiria que BPP = RP = co-RP = PTIME

Vamos a demostrar que BPP estd contenida en la
jerarquia polinomial.

» En esta demostracidon vamos a considerar una version
equivalente pero mas simple de la definicién de BPP
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Simplificando la definicién de BPP

Sea M una MT probabilistica con alfabeto de entrada ¥
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Simplificando la definicién de BPP

Sea M una MT probabilistica con alfabeto de entrada ¥

Dado w € ¥* y s € {0,1}* tal que ty(|w|) < |s|, decimos que M(w,s)
es incorrecto si:
w € Ly M(w,s) rechaza
o
w¢ Ly M(w,s) acepta
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Simplificando la definicién de BPP

Sea M una MT probabilistica con alfabeto de entrada ¥

Dado w € ¥* y s € {0,1}* tal que ty(|w|) < |s|, decimos que M(w,s)
es incorrecto si:

w € Ly M(w,s) rechaza
)
w¢ Ly M(w,s) acepta

Vamos a utilizar esta nocién para dar una definicién mas simple de BPP
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Una definicién equivalente de BPP

Definicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Y. Entonces L estd en BPP si
existe una MT probabilistica M tal que tp(n) es O(n*) y para
cadaw € ¥*:

e

Prs(M(w,s) es incorrecto) <
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Un lema de amplificaciéon para BPP

Al igual que para el caso de RP, el valor % en la definicién de BPP
pueden ser reemplazado por un valor arbitrariamente mas pequefio.
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Un lema de amplificaciéon para BPP

Al igual que para el caso de RP, el valor % en la definicién de BPP
pueden ser reemplazado por un valor arbitrariamente mas pequefio.

Lema de amplificacién para BPP

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥. Si L € BPP, entonces para cada
¢ € N, existe una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para
cada w € ©*:

¢
3
Prs(M(w,s) es incorrecto) < (4)
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Como L € BPP, existe una MT probabilistica M; tal que ty, (n) es
O(n*) y para cada w € ©*:

ENII

Prs(Mi(w,s) es incorrecto) <
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Como L € BPP, existe una MT probabilistica M; tal que ty, (n) es
O(n*) y para cada w € ©*:

Prs(Mi(w,s) es incorrecto) <

ENII

Utilizamos la MT M para construir la MT M mencionada en el
enunciado del lema de amplificacién.
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Considere el siguiente algoritmo que recibe como entrada w € ¥*:

1. Escoja al azar con distribucién uniforme y de manera independiente
strings s1, %, ... s2¢41 en {0,1}" y tales que
|s1] = |s2] = - -+ = [s2e42] = twy (Jw])

2. Construya el conjunto A= {i € {1,...,2¢+ 1} | Mi(w, s;) acepta}

3. Si |A] > £+ 1, entonces retorne si, sino retorne no
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Considere el siguiente algoritmo que recibe como entrada w € ¥*:

1. Escoja al azar con distribucién uniforme y de manera independiente
strings s1, %, ... s2¢41 en {0,1}" y tales que
|s1] = |s2] = - -+ = [s2e42] = twy (Jw])

2. Construya el conjunto A= {i € {1,...,2¢+ 1} | Mi(w, s;) acepta}

3. Si |A] > £+ 1, entonces retorne si, sino retorne no

Suponga que M es una MT probabilistica que implementa este algoritmo
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Considere el siguiente algoritmo que recibe como entrada w € ¥*:

1. Escoja al azar con distribucién uniforme y de manera independiente
strings s1, %, ... s2¢41 en {0,1}" y tales que
|s1] = |s2] = - -+ = [s2e42] = twy (Jw])

2. Construya el conjunto A= {i € {1,...,2¢+ 1} | Mi(w, s;) acepta}

3. Si |A] > £+ 1, entonces retorne si, sino retorne no

Suponga que M es una MT probabilistica que implementa este algoritmo

> Se tiene que tu(n) es O(n*) para una constante k ya que tu, (n) es
O(n*t) para una constante k;
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Considere el siguiente algoritmo que recibe como entrada w € ¥*:

1. Escoja al azar con distribucién uniforme y de manera independiente
strings s1, %, ... s2¢41 en {0,1}" y tales que
|s1] = |s2] = - -+ = [s2e42] = twy (Jw])

2. Construya el conjunto A= {i € {1,...,2¢+ 1} | Mi(w, s;) acepta}

3. Si |A] > £+ 1, entonces retorne si, sino retorne no

Suponga que M es una MT probabilistica que implementa este algoritmo

> Se tiene que tu(n) es O(n*) para una constante k ya que tu, (n) es
O(n*t) para una constante k;

Vamos a demostrar que M satisface la condicién del lema
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Dado w € ¥*, tenemos que:

Prs(My(w,s) es incorrecto) = ¢

ENT

con g <
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Dado w € ¥*, tenemos que:

Prs(My(w,s) es incorrecto) = ¢

ENT

con g <

Ademds suponemos que 0 < g

> Si g = 0 entonces Pry(M(w,s) es incorrecto) = 0 < (2)*.
i Por qué?
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Dado w € ¥*, tenemos que:

Prs(My(w,s) es incorrecto) = ¢

ENT

con g <

Ademds suponemos que 0 < g

> Si g = 0 entonces Pry(M(w,s) es incorrecto) = 0 < (2)*.
i Por qué?

Tenemos entonces que:

J4

2041 i i
Prs(M(w,s) es incorrecto) = Z ( /+ )(1 — q)ig?tti
i=0
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Como0<g< %, tenemos que 1 < l—qq

Entonces para i € {0,...,¢} tenemos que:
e—i
1— q /q2€+1fl S 1— q /q2€+171 ( >
(1-aq) (1-q) e
= (1-gq)f¢™
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Por lo tanto:
oY 041
_g)ig2ttl-i < PRV |
Z( ,. )(1 q)'q < Z( ,. >(1 q)‘q
i=0 i=0
V4
20+1
— 1_ ¢ _0+1
a-aray (1)

i=0
(1 _ q)éqé+122£+1

IN
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Por lo tanto:
oY 041
_g)ig2ttl-i < PRV |
Z( ,. )(1 q)'q < Z( ,. >(1 q)‘q
i=0 i=0
V4
20+1
— 1_ ¢ _0+1
a-aray (1)

i=0
(1 _ q)éqé+122£+1

IN

El mayor valor de la funcién f(x) = x(1 — x) en el intervalo (0, 5] se
1

alcanza en x = 3
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Por lo tanto:
oY 041
_g)ig2ttl-i < PRV |
Z( ,. )(1 q)'q < Z( ,. )(1 q)‘q
i=0 i=0
V4
20+1
— 1_ ¢ _0+1
a-aray (1)

i=0
(1 _ q)éqé+122€+1

IN

El mayor valor de la funcién f(x) = x(1 — x) en el intervalo (0, 5] se

alcanza en x = 1

Hlw
Bl

» Concluimos que (1 — g)g <
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Concluimos que:

¢
2¢ + i —i
Z ( ) — g)i gt

i=0

IA

(1 _ q)quJrl 222+1

= ((1-q)q)‘g2*"

< (3.1)  1yen
= 4 4 4

£
3
Y AE!
£
_ 3 4
- 420+1

~

MW

A
A NI
\_/-b‘w
~
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Demostracién del lema de amplificaciéon para BPP

Poniendo todo junto concluimos que:

—~ (20 +1 . .
Prs(M(w,s) es incorrecto) = < Jr >(1 —q)ig? i

)‘I

IN

N ﬁ'M\
Hlw o
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BPP estd en la jerarquia polinomial

Teorema (Gacs-Sipser-Lautemann)
BPPC x5 NNk
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BPP estd en la jerarquia polinomial

Teorema (Gacs-Sipser-Lautemann)
BPPC TP NP

Como sabemos que BPP = co-BPP, nos basta demostrar que
BPP C 3%
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BPP estd en la jerarquia polinomial

Teorema (Gacs-Sipser-Lautemann)
BPPC TP NP

Como sabemos que BPP = co-BPP, nos basta demostrar que
BPP C 3%

» Antes de realizar esta demostracién vamos a ver dos
ingredientes necesarios para ella
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Una generalizacién de la nocién de lenguaje

Sea X un alfabeto.

Un lenguaje L puede tener como elementos pares de strings sobre X

» Tenemos entonces que L C ¥* x ¥*

L es un lenguaje como los que habiamos definido antes puesto que un par
de strings también es un string

> Podemos representar (x,y) como un string x#y donde # es un
simbolo nuevo
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Una generalizacién de la nocién de lenguaje

Sea X un alfabeto.

Un lenguaje L puede tener como elementos pares de strings sobre X

» Tenemos entonces que L C ¥* x ¥*

L es un lenguaje como los que habiamos definido antes puesto que un par
de strings también es un string

> Podemos representar (x,y) como un string x#y donde # es un
simbolo nuevo

En las siguientes transparencias vamos a considerar lenguajes que
consisten de pares o tuplas de strings.
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Una caracterizacion de NP

Proposicién

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto L. Entonces L estd en NP si y sélo si
existe un lenguaje A C ¥* x X* y un polinomio p(n) tales que

A € PTIME y para todo u € ¥*:

uel siysdlosi (3veX* |vl=p(u])):(u,v)eA
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Una caracterizacion de NP

Proposicién

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto L. Entonces L estd en NP si y sélo si
existe un lenguaje A C ¥* x X* y un polinomio p(n) tales que

A € PTIME y para todo u € ¥*:

uel siysdlosi (3veX* |vl=p(u])):(u,v)eA

Ejercicio

Demuestre la proposicién.
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Primer ingrediente: una caracterizacién de ¥5

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥.. Entonces L estd en X5 siy sélo si
existe un lenguaje B C X* x X* x X* y un polinomio q(n) tales que
B € PTIME y para todo u € ¥*:

uel siysolosi
(3w € T, |vi| = q(lul))(Fvs € =%, [val = q(Ju])) : (u, v, v2) € B
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Primer ingrediente: una caracterizacién de ¥5

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥.. Entonces L estd en X5 siy sélo si
existe un lenguaje B C X* x X* x X* y un polinomio q(n) tales que
B € PTIME y para todo u € ¥*:

uel siysolosi
(G € 17, [v| = q(Ju))(Vva € T7, [va| = q(Jul)) : (v, v1,v2) € B

Ejercicio
Demuestre la direccién (<) de la proposicién.

> Esta es la direccién que vamos a utilizar para demostrar
que BPP C Zf
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Segundo ingrediente: una versién mas fuerte del lema de
amplificacién

Proposicién
Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Y. Si L € BPP, entonces existe una
MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para cada w € T*:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) < ———
(M(w, s) ) Stw (W)
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Demostracién de la versién mas fuerte

Como L € BPP, sabemos que existe una MT probabilistica M; tal que
tp, (n) es O(nkt) y para cada w € ¥*:

Pri(Mi(w,s) es incorrecto) <

BN

Suponemos que tyy, (n) es Q(n) y tp,(n) > 2 para todo n € N

» ;Por qué podemos suponer esto?
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Demostracién de la versién mas fuerte

_ 4
Sea a = 3

Como en la demostracién del lema de amplificacién, defina una MT
probabilistica M que con entrada w € ¥* realiza los siguientes pasos:

1. realiza (2¢ + 1) ejecuciones de la MT probabilistica My, donde
€ = 2[log,(tm,(|wl))]

2. retorna si si al menos (¢ + 1) de las ejecuciones dieron respuesta si,
Yy no en caso contrario
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Demostracién de la versién mas fuerte

Como en la demostracién del lema de amplificacién, obtenemos que:

¢
3
Prs(M(w,s) es incorrecto) < (4)

Vamos a utilizar esta relacién y la definicién de ¢ para demostrar la
versién mas fuerte del lema de amplificacién
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Demostracién de la versién mas fuerte

Sea k(n) = 2[log,(tm, (n))]

Tenemos que:

3(2k(n) + 1)tmy (n) 3(4[log, (tan ()] + 1)twy (n)

15[log, (tm (n))]tm, (n)

puesto que ty, (n) > 2 para todo n € N.

IA

Ademas, existe una constante ng tal que para todo n > nyp:
15[log, (ta, (M) 1ty (n) < tasy (n)?

puesto que ty, (n) es Q(n).
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Demostracién de la versién mas fuerte

Por lo tanto para todo n > ng:

2

3(2k(n) + 1)tw (n) tmn (1)

log (£, (n)?)

a
2log, (t, ()

a
RICACAON

k(n)

IN

a

Dado que a = %, concluimos que para todo n > np:

k(n)
(k) + V() < (3)
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Demostracién de la versién mas fuerte

Suponga que |w| > ng

> Vamos a consider el caso |w| < ny por separado

De la conclusién en la transparencia anterior obtenemos lo siguiente
considerando que ¢ = k(|w|):
3\?
4
1

= 300+ D (W)

Prs(M(w,s) es incorrecto)

IA
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Demostracién de la versién mas fuerte

Dado que tu(|w]) = (2¢ + 1)tm, (|w]), tenemos que:

1

Prs(M(w, s) es incorrecto |
(M(w, s) ) < 3tm(Iw])
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Demostracién de la versién mas fuerte

Dado que tu(|w]) = (2¢ + 1)tm, (|w]), tenemos que:

1
Prs(M(w, s) es incorrecto <
(M(w, s) ) 3tm(Iw])

Para concluir la demostracién necesitamos considerar el caso |w| < o
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Demostracién de la versién mas fuerte

Dado que tu(|w]) = (2¢ + 1)tm, (|w]), tenemos que:

1
Prs(M(w, s) es incorrecto <
(M(w, s) ) Stw (W)

Para concluir la demostracién necesitamos considerar el caso |w| < o

En este caso podemos modificar M para que satisfaga la condicién:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) = 0 < ———
(M(w,s) ) 3t (W)

O

i Por qué podemos hacer esto?
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Demostracién de BPP C ¥%

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP
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Demostracién de BPP C ¥%

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP

Por lema de amplificacién existe una MT probabilistica M tal que ty(n)
es O(n*) y para cada w € T*:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) < —F+——
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Demostracién de BPP C ¥%

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP

Por lema de amplificacién existe una MT probabilistica M tal que ty(n)
es O(n*) y para cada w € T*:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) < —F+——

Ademds podemos suponer que ty(n) > 0 para cada n € N

» ;Por qué?
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Demostracién de BPP C ¥%

Notacién
Usamos s € {0,1}" para indicar que s € {0,1}" y |s| = m

Dados ay b en {0,1}, la operacidén a & b es definida como (a + b) mod 2

» Vale decir, @ es el o exclusivo

Dados x,y € {0,1}™ con x = a1a2---am e y = biby - - - by, la operacién x ® y
da como resultado el siguiente string en {0,1}™:

(a1 ® b1)(a2 ® b2) - - - (am @D bm)
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Demostracién de BPP C ¥%

Defina el lenguaje A de la siguiente forma:

A = {(W7y17' X 7ym72) ‘ w e Z*7m = tM(‘W|)7
yi €{0,1}" paracada i € {1,...,m},z € {0,1}"
y M(w,y; @ z) acepta para algin j € {1,...,m} }
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Demostracién de BPP C ¥%

Defina el lenguaje A de la siguiente forma:

A= A{w,y1,...,ym2z) | w X", m= tu(|w]),
yi €{0,1}" paracada i € {1,...,m},z € {0,1}"
y M(w,y; @ z) acepta para algin j € {1,...,m} }

Ejercicio
Demuestre que A € PTIME
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Demostracién de BPP C ¥%

r rizacién n ransparenci nteriores, par. mostrar
Dada la caracterizacién de X5 en las transparencias anteriores, para demostra
que L € ¥ basta demostrar la siguiente condicién:

Para cada w € X* tal que ty(|w|) = m:

w € L siy sélo si
3yl € {0,1}m3ym € {071}mVZ € {Ovl}m(wvyla'--aymvz) €A
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Demostracién de BPP C ¥%

Dada la caracterizacién de X5 en las transparencias anteriores, para demostrar
que L € ¥ basta demostrar la siguiente condicién:
Para cada w € ™ tal que ty(|w|) = m:

w € L siy sélo si
Jy1 € {0,1}" - Fym € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym,2) € A

Para hacer esta demostracidn vamos a utilizar el método probabilistico.

> Para demostrar que un objeto con ciertas propiedades existe, en lugar de
construirlo demostramos que la probabilidad de que exista es mayor que 0
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La direccién (=) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|w|) =m
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La direccién (=) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|w|) =m

Tenemos que:

Pry,. . .ym <Hz € {0,1}" /\ M(w,y: & z) rechaza) <

i=1

Z Pry.....ym (/\ M(w,y; & z) rechaza) =

ze{0,1}m i=1
m

Z H Pr,, (M(w,y; ® z) rechaza)
ze{0,1}m i=1
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado a € {0,1}™, la funcién f : {0,1}"™ — {0,1}" definida como f(x) =x® a
es inyectiva
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado a € {0,1}™, la funcién f : {0,1}"™ — {0,1}" definida como f(x) =x® a
es inyectiva

Por lo tanto dado que w € L, concluimos que:

Pry, (M(W,yi ® z2) rechaza) < 1

3m
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado que m > 0 concluimos que:

Pry,. ..ym (Hz € {0,1}" /\ M(w,y; ® z) rechaza) <

i=1

Z H Pr,, <M(w,y,- ® z) rechaza) <

z€{0,1}m i=1
3 ﬁi _
ze{0,1}m i=1 3m
S i =
ccforym B
o
(3m)m <1
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La direccién (=) de la equivalencia

Por lo tanto existen y1 € {0,1}7, ..., ym € {0,1}™ tales que la siguiente
condicidn es cierta:

vz € {0,1}" \/ M(w, y; ® z) acepta

i=1
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La direccién (=) de la equivalencia

Por lo tanto existen y1 € {0,1}7, ..., ym € {0,1}™ tales que la siguiente
condicidn es cierta:

vz € {0,1}" \/ M(w, y; ® z) acepta

i=1

Concluimos que:

3)/1 S {0~1}m3ym € {071}m\v/z € {0,1}m(W,y1,..‘,ym.,Z) EA

1IC3810 - Clases de complejidad aleatorizadas

64 / 70



La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direccién de la demostracién?
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direccién de la demostracién?

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pry, ...ym </\ M(w, yi) rechaza) = H Pr,, (M(w,y,-) rechaza)
i1

i=1
"
1
(3m)”

IN
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direccién de la demostracién?

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pry, ...ym </\ M(w, yi) rechaza) = H Pr,, (M(w,y,-) rechaza)
i1

i=1
-1

1
= 1
Gmym =

IN

Por lo que el uso de z no es estrictamente necesario para esta parte de la
demostracién.

> Pero si es necesario para la otra direccién
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La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w & Ly tu(Jw]) = m

> Para demostrar la direccién (<) consideramos el contrapositivo
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La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w & Ly tu(Jw]) = m

> Para demostrar la direccién (<) consideramos el contrapositivo

Ademds, suponga que y1 € {0,1}", ..., ym € {0,1}"
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La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w & Ly tu(Jw]) = m

> Para demostrar la direccién (<) consideramos el contrapositivo

Ademds, suponga que y1 € {0,1}", ..., ym € {0,1}"

Dado que w ¢ L'y m > 0 tenemos que:

Pr, ( \/ M(w,y: & z) acepta) <

i=1

M-

Il
—_

Pr, (M(W7 yi @ z) acepta)

1
3m

M-

1
_

e gl
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La direccién (<) de la equivalencia

Se concluye que:

Pr, ( /\ M(w,y; @ z) rechaza)

i=1
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1- Prz(\/ M(w,y: & z) acepta)

win =

Wl

i=1
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La direccién (<) de la equivalencia

Se concluye que:

Pr, ( /\ M(w,y; @ z) rechaza) = 1-Pr, ( \/ M(w,y: & z) acepta)

i=1 i=1

v
win =
Wl

Por lo tanto tenemos que existe z € {0,1}™ tal que M(w, y; @ z) rechaza para
cada i€ {1,...,m}
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La direccién (<) de la equivalencia

Dado que y1, ..., ym son elementos arbitrarios en el conjunto {0,1}", tenemos
finalmente que:

Vyr € {0,1}" - Vym € {0,1}" 3z € {0,1}" (W, )1, ..., Ym, 2) € A
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccion de la demostracidén si es necesario el uso de z
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccion de la demostracidén si es necesario el uso de z

Si existe y € {0,1}" tal que M(w, y) acepta, entonces existen y; € {0,1}",
.., ym € {0,1}" tales que la siguiente condicién es falsa:

m

/\ M(w, y;) rechaza

i=1
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccion de la demostracidén si es necesario el uso de z

Si existe y € {0,1}" tal que M(w, y) acepta, entonces existen y; € {0,1}",
.., ym € {0,1}" tales que la siguiente condicién es falsa:

m

/\ M(w, y;) rechaza

i=1

Concluimos que la idea de la demostracién no funciona sin la utilizacién de z
para m elementos arbitrarios y1, ..., ym del conjunto {0,1}™ O
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Las clases de complejidad probabilisticas en una figura

PuY ng
\ /

ynng
I co-NP

PN

RP co-RP

~N

ZPP = RP N co-RP

!

PTIME

NP
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