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La nocidon de p-relacidn

Serd conveniente ver las funciones de #P como relaciones.

Definicidn
Una relacion R C X* X L.* es una p-relacion si:
» Existe un polinomio q tal que si (x,y) € R, entonces |y| < q(|x|)

» R € PTIME, vale decir, existe un algoritmo de tiempo polinomial
que, dado (x,y) € X* x L*, verifica si (x,y) € R
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Cada p-relacién representa una funcion en #P

Dada una relacion R C 2* x >X*, defina la funcién fr : 2* — N como:

{y | (x,y) € R} si{y]|(x,y)€ R} es finito
fr(x) =
0 en otro caso

Proposicion

Si R es una p-relacion, entonces fr € #P

Ejercicio

Demuestre |la proposicion.
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Cada funcidon en #P puede ser representada como una
p-relacion

Sea f : £* — N una funcién en #P

» Existe una MT no determinista M tal que para todo x € ¥~ se tiene
que f(x) = accept,,(x)

Cada ejecucién de M se puede codificar usando el alfabeto X

Utilizando las codificaciones de las ejecuciones de M definimos:

Re ={(x,y) € " x " | y codifica una ejecucién de M

con entrada x que termina en un estado final}
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Cada funcidon en #P puede ser representada como una
p-relacion

Proposicién

Si f esta en #P, entonces Rf es una p-relacion

Demostracidon: Como la MT no determinista M en la transparencia anterior es
de tiempo polinomial, para una entrada x se puede:

» Codificar cualquier ejecucién de M que acepta usando un string de largo
polinomial en |x|

> Verificar si una ejecucién termina en estado final (simulando el
funcionamiento de M) en tiempo polinomial []
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Funciones en #P y p-relaciones

Por lo tanto, de ahora en adelante trabajamos con p-relaciones.

Estudiaremos los problemas de conteo y de generacién uniforme asociados a
p-relaciones, sabiendo que los resultados se extienden de manera inmediata a

funciones en #P
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Un generador uniforme para una p-relacion

Dada una p-relacién R C X" x ¥, sea:
Nr(x) = HyeX [(x,y) € R}

Ademas, suponga que L es un simbolo reservado que no es usado en X

Un algoritmo aleatorizado G : £ — ¥* U { L} es un generador uniforme para
R si para todo x,y € X*:

> si(x,y) € R, entonces Pr(G(x) =y) =0

> si(x,y) € R, entonces Pr(G(x) = y) = m
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Un generador casi uniforme para una p-relacién

Las herramientas que veremos mas adelante no nos permitiran obtener
generadores uniformes, sino que una versién mas débil

» Consideramos nuevamente una p-relacion R C X" x ¥

Definicion
Un algoritmo aleatorizado G : ¥* x (0,1) — X" U {.L} es un generador casi
uniforme para R si para todo x,y € ¥* ye € (0, 1):

> si(x,y) € R, entonces Pr(G(x,e) =y) =0

> si(x,y) € R, entonces:

1 1

(1-9) g S PrOe) =y) < (1+e) s
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Un esquema de generacidon casi uniforme

Definicién

Dada una p-relacion R C X* x X*, un algoritmo aleatorizado
G:YX*x(0,1) > X*U{L} es un fully polynomial almost uniform
generator (FPAUG) para R si

1. G es un generador casi uniforme para R

2. Existe un polinomio q(u, v) tal que para todo x € ¥* ye € (0,1),
el nimero de pasos ejecutados por G(x,€) es menor o igual

a q(|x|, 1
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Una definicion de FPRAS para relaciones

Definicidn
Dada una p-relacion R C ¥* x ¥*, un algoritmo aleatorizado
A:¥X* x(0,1) = N es un fully polynomial randomized approximation

scheme (FPRAS) para R si existe un polinomio q(u, v) tal que para cada
x€eX*yee(0,1):

1. El ndmero de pasos ejecutados por A(x,e) es menor o igual a q(|x|, é)

W

2. Pr(|A(x,e) — Nr(x)| <e- Ng(x)) >

Observacion
Dado f € #P representado como Ry, se puede demostrar que esta definicién de
FPRAS es equivalente a la vista en el capitulo anterior.

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 10 / 107



Un

11C3810

comentario sobre las definiciones anteriores

La nocién de algoritmo aleatorizado se formaliza usando
MT probabilisticas.

» Estas maquinas funcionan con cintas de bits, por lo que las
probabilidades resultantes son de la forma 5;

Por lo tanto, al describir un algoritmo aleatorizado, en teoria no podemos

decir algo como “la probabilidad de error del algoritmo es "
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Algunos comentarios sobre las definiciones anteriores

Tratar de tener algoritmos aleatorizados con probabilidades arbitrarias no
entrega intuiciones nuevas

» Y hace mucho mas técnicas y complicadas las demostraciones

Supuesto

Todas las probabilidades que vamos a considerar (por ejemplo, la
probabilidad ﬁ(x)) son de la forma 3
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La relacion entre FPAUG y FPRAS

Pasaremos ahora a enunciar y demostrar que la existencia de un FPAUG
implica la existencia de un FPRAS.

» Este resultado es valido para una amplia clase de relaciones

» Esto nos va a permitir utilizar una gran cantidad de herramientas
desarrolladas para el muestreo de variables aleatorias en la
construccién de FPRAS

Primero debemos formalizar la nocién de p-relacién auto-reducible, la
cual es necesaria al demostrar la relaciéon entre FPAUG y FPRAS.
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Relaciones auto-reducibles

Intuitivamente, un problema se dice auto-reducible si es que se puede solucionar
mediante la resolucién de instancias mas simples del mismo problema.

Ejemplo

Sea ¢ una férmula proposicional con variables xi, ..., x,

La notacién ¢[7}] indica que la variable x; es reemplazada por v € {0,1}

» Si v =0 reemplazamos x; por el operador 0-ario 1, ysiv=1
reemplazamos x; por el operador 0-ario T

X1 e :
> [~] tiene una variable menos que ¢
Determinar si ¢ es satisfacible se reduce a determinar si p[7] o [F] es

satisfacible

» Asi, una instancia de SAT se reduce a instancias mas simples de SAT
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Relaciones auto-reducibles: formalizacidon

Definicidon
Una relacion R C ¥* x ¥ es auto-reducible si:
1. Existe una funcion g : ¥* — N tal que g es computable en tiempo
polinomial y para cada (x,y) € R se tiene que |y| = g(x)
2. Existen funciones ¢ : Y x X" - Y " yo : X" — N tales que:
> ) y o son computables en tiempo polinomial
> o(x) € O(log(|x]))
> Vx € X*:si g(x) >0, entonces 0 < o(x) < g(x)
> Vx,w € 2% |i(x, w)| < |x]|
> Vx,y € X" cony =a1---an:
(x,y) € R siy sélosi ({(x,a1-as(x));, do(x)+1 - an) € R
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Relaciones auto-reducibles: ejemplos

Ejercicios
Demuestre que las siguientes relaciones son auto-reducibles:

1. Rsat = {(¢,0) | ¢ es una férmula proposicional y o es una
valuacién tal que o(p) = 1}

2. Rs =4{(G,S) | G es un grafo y S es un conjunto independiente
de G}
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Una relacion natural no auto-reducible

Dado un grafo G = (N, A), decimos que S C N es un conjunto independiente
maximal de G si:

1. S es un conjunto independiente de G

2. Para todo conjunto independiente S’ de G, no se cumple que S C S’

Considere la relacidn:

Rwis = {(G,S) | G es un grafo y S es un conjunto independiente maximal de G}

i Es Rwis auto-reducible?

» ;Cémo se puede demostrar que no lo es?
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Una propiedad de las relaciones auto-reducibles

Para demostrar que Rwuis no es auto-reducible identificamos una propiedad de
las relaciones auto-reducibles que no es cumplida por Ruis

» Bajo una suposicidon de complejidad

Dado un alfabeto X, suponga dado un orden lineal en ¥

> Este orden lineal induce un orden lexicografico < en X"

Definicidn

Dada una relacion R C X" x ¥*:

Exists(R) = {x|3y:(x,y) € R}
Min(R) = {(x,y)|x € Exists(R) Ay = argmin_{z | (x,z) € R}}
Max(R) = {(x,y)|x € Exists(R) A\ y = argmax_{z | (x,z) € R}}
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Una propiedad de las relaciones auto-reducible

Teorema

Si R es una p-relacion auto-reducible tal que Exists(R) € PTIME,
entonces Min(R) € PTIME y Max(R) € PTIME

Ejercicio

Demuestre el teorema
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Rmis no es auto-reducible

Proposicién
Si Rvis es auto-reducible, entonces PTIME = NP

Ejercicio
Demuestre las siguientes propiedades:

1. Rmis es una p-relacion y Exists(Rwis) € PTIME
2. Min(Rwis) es co-NP-completo

A partir de estas propiedades y del teorema demuestre la proposicion.
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Solucionando el ejercicio: Min(Rws) es NP-hard

Vamos a mostrar que CNF-SAT </ Min(Rwis)

» Dada una formula proposicional ¢ en CNF, mostramos como construir en
tiempo polinomial un grafo G = (N, A) y un conjunto S C N tales que:

¢ es satisfacible siy sélosi (G,S) € Min(Rwis)

Debemos representar S como un string sobre un alfabeto X fijo.

» Esto es necesario porque debemos tener un orden lexicografico sobre los
conjuntos independientes maximales de G

En estricto rigor también G deberia ser representado como un string sobre X

» Aunque esto no es fundamental para la demostracién
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Solucionando el ejercicio: Min(Rws) es NP-hard

Vamos a dar la idea de la demostraciéon con un ejemplo.

» Dejamos como un ejercicio el generalizar esta idea a cualquier
féormula proposicional en CNF

Suponga que ¢ = C; A Gy, donde GG = (rVit)y G =(tV-sV -tV -u)

» Consideramos ¥ = {0,1} en la reduccién
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Los nodos del grafo G

El conjunto N de nodos de G es definido como:
N = {G,GC,r,s, t,u,—r,—s,t, ", *}

donde x es un simbolo que no es mencionado en ¢
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Representando un conjunto independiente de G

Para representar un conjunto S C N usamos un string w € {0,1}" de largo 11

» El primer bit de w es 1 si C; € S, y 0 en caso contrario. El segundo bit de
weslsi (;€S,y0 en caso contrario

> El tercer bit de w es 1 si x € S, y 0 en caso contrario

» Los siguientes bits de w son construidos de la misma forma para los
nodos r,s, t, u,—r,—s,t, U

Ejemplo
El conjunto S = {(,, %, u, —s, —t} es representado por el string 01100010110
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Los arcos del grafo G

O

GNONORORONONORO

© ©
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Los arcos del grafo G

O

cNojcjJoFolcNcNe

© ©
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Los arcos del grafo G

O

oXoXo¥c¥o
® ®
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Los arcos del grafo G

O

0.P.00006
()
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Los arcos del grafo G
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Los arcos del grafo G
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La equivalencia entre los problemas

S = {x} es un conjunto independiente maximal de G

» Es representado por el string 00100000000

Tenemos que ¢ es satisfacible si y sélo si (G,S) € Min(Rwis)

» ;Por qué se cumple esto en general?

S’ = {r, s} también es un conjunto independiente maximal de G
> S’ representa a una valuacién o que satisface ¢: o(r) =1y o(s) =0
» S’ es representado por el string 00010000100

» Tenemos que (G,S) € Min(Rwis) puesto que 00010000100 es menor que
00100000000 en orden lexicografico
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Comentarios finales

Ejercicios

1. Para p = (rVvt)V (tV sV =tV —u), encuentre S tal que
(G,SN) c Min(RM|s)

2. Generalice la construccién mostrada para cualquier férmula proposicional
© en CNF

» Si ¢ menciona m cldusulas y n variables proposicionales, entonces el
grafo G debe tener m+ 2 - n+ 1 nodos

» Como en el ejemplo, se debe tener que S = {x}

3. Para la construccién realizada en 2, demuestre que ¢ es satisfacible si y
sélo si (G, S) € Min(Rwis)
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Una herramienta fundamental

Teorema (Jerrum, Valiant & Vazirani)

Sea R una p-relacion auto-reducible. Si existe un FPAUG para R,
entonces existe un FPRAS para R.
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La idea de la demostracion: primer ejemplo

Vamos a mostrar algunas de las ideas fundamentales de la demostracién
considerando #SAT

» Recuerde que Rsat = {(v,0) | ¢ es una férmula proposicional y o
es una valuacién tal que o(¢) = 1} es una p-relacién auto-reducible

Suponemos que tenemos un generador uniforme para Rsat

» Si este generador funciona en tiempo polinomial entonces vamos a
obtener un FPRAS para #SAT

» En la demostracion del teorema la hipdtesis serd que existe un FPAUG
para la relacién que estemos considerando
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La idea de la demostracion: #SAT

Sea G un generador uniforme para Rsat que funciona en tiempo
polinomial.

Para cada férmula proposicional ¢ tenemos:
» si o(p) =0, entonces Pr(G(¢p) =0) =0

> si o(p) =1, entonces Pr(G(y) =0) = m
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La idea de la demostracion: #SAT

Sea ¢ un férmula proposicional y {xi,...,x,} el conjunto de variables
mencionadas en

Podemos utilizar G para generar una valuacién o tal que o(p) =1

» Si G(p) = L, entonces sabemos que ¢ no es satisfacible y
#SAT(p) =0

Suponemos que o(x;) = v; para cada i € {1,...,n}
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La idea de la demostracion: #SAT

Tenemos que #SAT (p[3t, ..., 2]) =1

> ‘P[)\%’ e 5—] es obtenida desde ¢ reemplazando casa variable x; por

el valor v;

» Si v; = 0 reemplazamos x; por el operador O-ario L, ysi v =1

reemplazamos x; por el operador 0-ario T
X]_ X L] [l
> o[t ..., i2] no tiene variables

Asi, tenemos que:

#SAT ()

SAT
#OAT) = ZsAT(o[m,. . =))
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La idea de la demostracion: #SAT

Por lo tanto, tenemos que:

HSAT(p) = -

donde:

#SAT (o[- -5 32]1)
#SAT ()

p f—

Podemos entonces estimar #SAT(y) utilizando una estimacién para p

» Utilizamos G para estimar p
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Estimando p

Sea X una variable aleatoria que toma valor 1 para o, y toma valor 0
para cada valuacién ¢’ tal que o’(p) =1y o' # o

» En particular, tenemos que X ~ Ber(p)

Tenemos que E[X] = p, por lo que podemos estimar p a través del
muestreo de X

» Realizamos t > 1 nuestras independientes X7, ..., X; de X,y
utilizamos como estimador el promedio X = % S X

> Puesto que E[X] = p y tiene una menor varianza
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Estimando p

Para estimar p utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j:=1to t do
o' :=G(¢)
if 0/ = o then
fav:= fav+1
fav

return &

i Qué tan buena es la estimacién de p? jCuantas muestras t debemos
realizar para tener una buena estimacién de p?
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Estimando p

Usando la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

S — Var[X]
PrX -~ E[X)| > < EX) < L

Var[X]
t-e2- E[X]?
p-(1—p)
t-e?- E[X]?
1
t-e2- E[X]?

IA

Por lo tanto, si < t, entonces:

. S
82'E[X]2

Pr([X — E[X]| > ¢-E[X]) <

ENJIT
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Estimando p

Para obtener una buena estimacién de p realizamos entonces t = [—82-E4[X]2]
muestras

» ;Cudn grande es t?

Dado que E[X] =p = m, obtenemos:
oo [T
2

Por lo tanto, t puede ser exponencial en el tamano de ¢

» jPuede ser solucionado este problema utilizando una valuacién distinta de
o que satisfaga ?
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Reduciendo el nimero de muestras

Consideramos nuevamente la valuacién o que satisface ¢

» Recuerde que o(x;) = v; paracada i€ {1,...,n}

Tenemos que:

#SAT(p)  #SAT(el])  #SAT(#[ 2D
#SAT(p[]) #SAT(p[, 2]) #SAT(p[k, 2, 2])

V2

HSAT(p[2,..., 2=1])

3
Vh—1

#SAT (o[-, 32])

#SAT(p) =
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Reduciendo el nimero de muestras

Por lo tanto:

1 1
SAT(p) = ' '
#SAT () #SAT(p[22]) #SAT (o[, 2])
ZSAT(9) #SAT ([ S1])
1

T X2
#SAT (el 30 ])

(#SAT(«p[j—},j—g,j—g])>

.. #SAT(p[2% ..., )
Definiendo p; = -1, obtenemos:
#SAT(QO[W -----

Vi—1
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Estimando p;

Sea X una variable aleatoria tal que para toda valuacion o’ que
satisface :

X( ,) 1 SI O'/(Xl) -V
0‘ p—
O en caso contrario

Tenemos que X ~ Ber(p;)

Realizamos t > 1 nuestras ind_ependientes X1, ..., X¢ de X, y utilizamos
como estimador el promedio X = 1 Y0 X
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Estimando p;

Para estimar p; utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j:=1to t do
o' = G(p)
if Ol(Xl) =W then
fav:= fav+1
fav

return &

i Qué tan buena es la estimacidén de p;? jSolucionamos el problema que
teniamos con el enfoque anterior?
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Estimando p;

Usando nuevamente la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

L _ 1
PrX —EX][ 2 =-EBX]) < T Exp

Entonces realizamos t = [ﬁ] muestras

#SAT ([ 51])
#SAT (¢)

[ 4- (#SAT(p))’ l
e? - (#SAT (o7 ]))?

. obtenemos:

» Dado que E[X] =p =

Por lo tanto, nuevamente t puede ser exponencial en el tamano de ¢
> Por ejemplo, si #SAT(p[2]) = 1y #SAT(p) =2""1 +1
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Reduciendo el valor de t

11C3810

i Qué salié mal? El problema de elegir o antes de realizar la estimacién de

p1 es que el valor E[X] puede ser muy pequefio, por lo que el valor —E[)1<]2

puede ser muy grande.

1

on—1171° por lo que

» En el caso anterior podiamos tener que E[X] =
ﬁ — (2n—1 _|_ 1)2

Para evitar este problema, tenemos que elegir el valor v; por el que
vamos a reemplazar la variable x; después de realizar las t muestras.
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Reduciendo el valor de t

Sea:

_ #SAT(¢l[7])
#SAT ()

5 #SAT (o[ T])
#SAT ()

Nétese que oo+ 8 =1

Sean Y, Z variables aleatorios tales que para toda valuacién o que satisface o:

S O’(Xl) =0

1
Y(e) = < _
0 sio(x)=1

(1 sio(a)=1

“9) = Y0 sio(a)=0

\

Nétese que Y ~ Ber(a), Z~Ber(8)y Z=1-Y

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 44 / 107



Reduciendo el valor de t

Consideramos los estimadores Y y Z que calculamos con el siguiente

algoritmo:

favy :=0
favy .= 0
for j:=1to t do

o :=G(p)

if o(x1) =0
then favy := favy +1
else favy := favy +1

return ( fa]‘t/y : fafz )

45 / 107
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Reduciendo el valor de t

Finalmente reemplazamos x; por:

Lo cual corresponde a utilizar el siguiente estimador:

X = max{Y,Z}

Vale decir, reemplazamos x; por el valor vi que esperamos que aparezca un
mayor nimero de veces en las valuaciones que satisfacen
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Reduciendo el valor de t

i Solucionamos el problema con el valor de E[X]? jSi!

Dado que Y < X y Z < X, tenemos que E[Y] < E[X] y E[Z] < E[X]
> Por lo tanto a < E[X] y 5 < E[X]

Tenemos que a + 3 < 2- E[X], de lo cual concluimos 3 < E[X]

Concluimos entonces que:

EXP
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i Qué m3as debemos hacer?

Debemos realizar procedimientos de estimacion similares para p», ..., pn

» En todos ellos usamos el mismo valor de muestras t

Ademas, debemos calcular cdmo los errores en las estimaciones de pq,
..., Pn S€ componen para obtener un error para la estimacién de

n
H Pi
i=1
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i Qué m3as debemos hacer?

n

Finalmente, a partir de la estimacion de Hp,-, obtenemos una
i=1
estimacion de:

#SAT(p) = Hi :

i—q Pi T
Pi
Ll

Esto nos da como resultado un FPRAS para #SAT.

Vamos a mostrar en un segundo ejemplo como las estimaciones pq, ...,
pn son utilizadas para generar un FPRAS para un problema de conteo a

partir de un generador uniforme de soluciones.
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La idea de la demostracion: segundo ejemplo

11C3810

En este segundo ejemplo vamos a explicar cémo componer los errores en
las estimaciones locales para obtener una cota superior en el error total

de la estimacion.

Y también queremos considerar una forma alternativa de auto-reduccion.

» Hay muchas formas de definir una nocién de relacién auto-reducible

— Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS
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La idea de la demostracion: segundo ejemplo

Utilizamos - para denotar el producto interior usual en R” (n > 1)

Considere el siguiente problema:

KS = {(a,b)| a€ N" paran>1,
beZyexiste X € {0,1}" tal que a- X < b}

KS es una version simplificada del problema de la mochila, de hecho
tenemos que KS € PTIME

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 51 / 107



KS como una relacién y el problema de conteo asociado

Ejercicio
Podemos representar KS como la siguiente relacion:

Res = {((3,b),X)|deN" yxe{0,1}" paran>1,beZy3d -x<b}

Demuestre que Rks es auto-reducible.

Definimos la funcién de conteo #KS como #KS(a, b) = Ngr((a, b))

> Suponiendo que 3 € N”, tenemos que #KS(3, b) es el nimero de vectores
X €{0,1}" talesque a- X < b
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La idea de la demostracién para KS
Sea (&, b) una entrada de #KS
» Suponemos que 3= (a1,...,a,)con0< a1 <---<a,yb>0

> ;Por qué podemos suponer esto?

Definimos by = 0y para cada i € {1,...,n}:

bi = mfn{Zaj, b}
j=1

Es importante notar que:

#KS(a,by) = 1
#KS(a, b)) < #KS(&,bi11) paratodoie€{0,...,n—1}
4KS(5,b) = #KS(3,b)
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La idea de la demostracién para KS

De la misma forma que para #SAT, la demostracién se basa en la igualdad:

L Ly #KS(3 bn)  #KS(d bn-1)
#KS(E:b) = 7K@ bn) = ST b 1) #KS(3. by o)
#KS(a, b1)

#KS(a, bo)

Para cada i € {1,..., n} definimos:

 KS(3, biy)
Pl = THKS(E by)
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La idea de la demostracién para KS

Tenemos que 0 < p; < 1 paracada i € {1,...,n}

Considerando que #KS(a, bg) = 1, concluimos que:

#KS Hp,

Por lo tanto, si logramos tener buenas estimaciones de cada p; podemos
. . s 1
obtener una buena estimacién de D)

> Y de esta forma de #KS(a, b)
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Estimando p;

Sea X; una variable aleatoria tal que para toda valuacién x € {0,1}" que
satisface a- x < b;:

1 sié’->‘<’§b,-_1

Xi(X) =
O en caso contrario

Tenemos que X; ~ Ber(p;)

Realizamos t > 1 nuestras independientes Y; 1, ..., Yi: de X;, y utilizamos
como estimador el promedio Y; = - ijl Y:,

» Recuerde que E[Y;] = p; y tiene una menor varianza

i Pero como podemos muestrear X;?
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Estimando p;

En este punto necesitamos suponer que tenemos un generador uniforme
para Rks

» Si este generador funciona en tiempo polinomial entonces vamos a
obtener un FPRAS para #KS

» En la demostraciéon del teorema la hipdtesis serd que existe un FPAUG
para la relacién que estemos considerando

Sea G el generador uniforme que necesitamos. Para cada entrada (C, d)
de KS con ¢ € N, y cada vector y € N tenemos:

> si C-y > d, entonces Pr(G(c,d)=y)=0

» si C-y <d, entonces Pr(G(c,d) =y) = m
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Estimando p;

Para estimar p; = #72%?;;)1) utilizamos el siguiente algoritmo:

fav:=0
for j;:=1to t do
V= 9’(5, b,)
ifa-v < b,'_l then
fav:= fav+1

fav

return 5

i Qué tan buena es la estimacién de p;? jQue tan buena es la estimacién

de m dadas las estimaciones de p1, ..., pn?

» Tenemos que acotar la probabilidad de error
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La probabilidad de error

Sea Z = ﬁV,
i=1

Y sea e €(0,1)

Para obtener un FPRAS para #KS, primero tenemos que acotar
superiormente la siguiente probabilidad:

1 1
Pr<|z ~IKS(E b)‘ =€ IKS(3 b))
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La probabilidad de error

Dado que Y; es independiente de VJ para | # j; tenemos que:

E[Z] = E[Hv] HE[Y] - Hp, - T

Usando entonces la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

Pr(‘z_#Ksl(ib)‘Zg'#Ksl(z?,w) = Prie—Elellz e El2)

Var[Z]
<
- e?-E[Z]?
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La probabilidad de error

Pero tenemos que:

Varlz] 1 Var[Z]

e2 E[Z]2 = & E[Z]
- ?'<E[Zzé[}]|§[2]2>
- 3(85)
- (e )
- e2'<:_‘:1’1f5::§13 )
- = (e )
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La probabilidad de error

Por lo tanto necesitamos acotar superiormente

[1C3810 -

E[Y 3
; E[Yi]? )
(Var[Y;] + E[Yi]?)

Dyem b

n

=1 *

(11
= (I
(
(

s I

=1 *“

Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS

1+

E[Vi]

Var[Y/]

E[Y/]? |

Var[Y]
pi

)
)

Var[Y/]
p .

2
I

)
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Acotando superiormente

Tenemos que:

Var[ Y]

2
I

Var[Y/] Var|[; th 1 Yijl
p; p;

tiz Var[Zjﬂ Yi;]
p;

tiz th_l Var[Yi ]
p;

%2 Zj:l pi- (1 —pi)

p;

- topi-(1—pi)
p;

1 1

ey
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ar[Y]

I

Acotando superiormente

Lema
Para cada i € {1,...,n} se tiene que:
79/5K5(57 b,'_1) < #KS(E?, b,‘) < (n + ].) . #KS(é; b,'_1)
Ejercicios
1. Sea x € {0,1}" tal que X = (x1,...,Xxn) y @- X < b;. Demuestre que si
a-x > bj_1, entonces existe una posicién j € {1,... n} talque x; =1y
para el vector y = (x1,...,xj-1,0, Xj+1,...,Xn) se tiene que 3-y < bj_1.

2. Demuestre que el lema es consecuencia de |la propiedad anterior.
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ar[Y]

I

Acotando superiormente

Del lema concluimos que para cada 7 € {1,...,n}:

1 #KS(3 b)
b T ERS(E by = Tt

Por lo tanto:
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Var[Z]
e2-E[Z]?

Acotando superiormente

De los calculos anteriores concluimos que:

P = B (T[] )
!

IA
|

(11 1)-

€ -l R

3 ()
5 ot

Escogemos t de manera de hacer pequena la cota superior para

Var|[Z]
82-E[Z]2

» Vamos a escoger t de manera que sea polinomial en ny é dado que n es
menor que el tamaiio de la entrada (b, a)

» Esperamos que ny 6% sean valores grandes, por lo que t debe disminuir
el impacto de estos valores

2

» Tomamos t — c-n° - 2, donde ¢ es una constante
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El valor de t y una cota superior para 5\2/.?;[[5]]2

Tomamos t =5-n? -2

Tenemos que:

g (] )
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Var[Z]
e2-E[Z]?

El valor de t y una cota superior para

Ademds, tenemos que:

] - ()6
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El valor de t y una cota superior para 5\2/.?;[[5]]2

Ejercicio
_ 2 : . s
Demuestre el lema considerando que 0 < & < % y el intervalo donde la funcién
q 4 4 y

f(x) = e5 — x —1 es negativa.

Concluimos que:
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El valor de t y una cota superior para 5\2/.?;[[5]]2

Finalmente obtenemos que:

2R S %'([”;—znr—l)

Por lo tanto, para todo 0 < € < 1 obtenemos:

1 1 Var[/] 1
Pr('z_#KS(s,b)‘Ze'#KS(ib)) = ZEZP T 3

(&)
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Obteniendo un FPRAS para #KS

Dado 0 < 0 < 1, para terminar debemos demostrar que:

Pr(|Z7' — #KS(3,b)| < & - #KS(5, b)) >

W

De esta forma Z~! nos da un FPRAS para #KS

9
2

) 1 ) 1 3
Pr((l_ﬁ)'#KS(ab)Szg(HE)#KS(M)) = 3

Dado que 0 < g < 1, entonces tenemos que:

Considerando € = 5 en () obtenemos:

1

1 . —1
Pr -#KS(a,b) < Z " <
<1+ #KS@Eb) <2 < 5

W

. 4KS(3, b)) >
2

NS,

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS 71 / 107



Obteniendo un FPRAS para #KS

Dado que (1 — ) < h}% y 1_1§ < (14 0), concluimos que:

2

Pr((1-0) #KS(a,b) < 27 < (1+40) - #KS(3.6)) >

1 1 1
Pr - #KS(a,b) < Z " <
<1+g #KS(Eb) < 27 s 175

W

#KS(ab)) >

Por lo tanto Z~! nos da un FPRAS para #KS

» El nimero de pasos ejecutados por el algoritmo es polinomial en el
tamaiio de la entrada (3, b) y % si suponemos que G funciona en tiempo
polinomial, puesto que G es invocado n - t veces vy:

_ 20 -
n-t:n-5-n2-52:5-n3-<§> - 05217
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