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Markov Chain Monte Carlo

Ya vimos como los problemas de conteo se pueden reducir a problemas
de generacién uniforme.
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Markov Chain Monte Carlo

Ya vimos como los problemas de conteo se pueden reducir a problemas
de generacién uniforme.

» ;Pero cdmo podemos resolver el problema de generacién uniforme?
Las cadenas de Markov son una herramienta util para esto

En general, las cadenas de Markov son una herramienta util para generar
elementos de un conjunto {2 seglin una distribuciéon de probabilidad 7

» Para esto, la distribucion estacionaria de la cadena de Markov debe
ser T
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Markov Chain Monte Carlo

Ejemplo

Sea ¢ una férmula proposicional satisfacible, y sea {x1,...,x,} el conjunto de
variables mencionadas en ¢

Definimos €2 como el conjunto de valuaciones o : {xi,...,x,} — {0,1} y 7
como una distribuciéon de probabilidad tal que:

> Sio1(p) = 02(p) = 1, entonces 7[o1] = T[o2]

> 3 Al < 3

o:0(p)=0

Una cadena de Markov con distribucidon estacionaria 7 puede ser utilizada para
generar valuaciones que satisfacen ¢
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Ejemplo

Sea ¢ una férmula proposicional satisfacible, y sea {x1,...,x,} el conjunto de
variables mencionadas en ¢

Definimos €2 como el conjunto de valuaciones o : {xi,...,x,} — {0,1} y 7
como una distribucion de probabilidad tal que:

> Sio1(p) = 02(p) = 1, entonces 7[o1] = T[o2]
1

> ) Al < 5

o:0(p)=0

Una cadena de Markov con distribucidon estacionaria 7 puede ser utilizada para
generar valuaciones que satisfacen ¢

» ;Cémo se hace esto? jCudntos pasos toma generar una valuacién?
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Markov Chain Monte Carlo

Un método Markov Chain Monte Carlo utiliza una cadena de Markov para
generar elementos de acuerdo con la distribucién estacionaria de la cadena

» En el capitulo anterior estudiamos uno de estos métodos
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Markov Chain Monte Carlo

Un método Markov Chain Monte Carlo utiliza una cadena de Markov para
generar elementos de acuerdo con la distribucién estacionaria de la cadena

» En el capitulo anterior estudiamos uno de estos métodos

En este capitulo vamos a ver respuestas para dos preguntas fundamentales para
los métodos Markov Chain Monte Carlo

» ;Es posible crear una cadena de Markov con distribucién estacionaria 7 a
partir de una cadena de Markov que no tenga a @ como distribucién
estacionaria”?

» ;Cudntos pasos deben ser ejecutados para generar elementos de acuerdo
a una distribucién de probabilidad cercana a la distribucidon estacionaria
de una cadena de Markov?

» jCdomo se define que dos distribuciones sean cercanas?
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Una respuesta a la primera pregunta

Dado un conjunto € finito y una distribucién de probabilidades 7 sobre €,
queremos definir una cadena de Markov cuyos estados sean los elementos de (2
y cuya distribucién estacionaria sea 7

» Queremos definir esta cadena de Markov a partir de una cadena de
Markov dada (que no tiene a @ como distribucién estacionaria)
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Dado un conjunto € finito y una distribucién de probabilidades 7 sobre €,
queremos definir una cadena de Markov cuyos estados sean los elementos de (2
y cuya distribucién estacionaria sea 7

» Queremos definir esta cadena de Markov a partir de una cadena de
Markov dada (que no tiene a @ como distribucién estacionaria)

Mostraremos una estrategia general para esta tarea: el algoritmo de
Metropolis-Hastings
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Metropolis-Hastings: el primer ingrediente

Proposicion

Sea {X:}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicion P. Si para todo a, b € ) se cumple que:

Plb,a] - 7la] = Pla,b] - 7[b],

entonces T es una distribucion estacionaria para {X: }ien
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Una demostracion de la proposicion

Demostracion. Dado a € €2, tenemos que:

(P®)a] = > Pla,b]-®[b]
— gpjb, a - 7|a]
= 7_:[a] - ; P[b, a]
= ®[a]- > Pr(Xi=b]| X = a)
= #a]- TQ: 7|a]
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Una demostracion de la proposicion

Demostracion. Dado a € €2, tenemos que:

(P7)la]

> Pla, b] - 7[b]

beQ

> Plb,a]-7la

beQ

7[a] - Z P[b, a
beQ

#la]- > Pr(X1=b| X = a)
beQ

wlal -1 = 7|4]

Vale decir, Pm = 7, de lo cual concluimos que 7 es una distribucion

estacionaria de {X; }ten
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Metropolis-Hastings: el primer ingrediente

A la propiedad de que para todo a, b € €2 se tenga que:
'D[b7 a] ) 7?[3] — ’D[aa b] ) ﬁ[b]

se le llama condicion de reversibilidad
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Metropolis-Hastings: el primer ingrediente

A la propiedad de que para todo a, b € €2 se tenga que:
'D[b7 a] ) 7?[3] — ’D[aa b] ) ﬁ[b]

se le llama condicion de reversibilidad

La proposicién nos indica que para que la cadena de Markov tenga a @ como
distribucién estacionaria es suficiente que cumpla la condicién de reversibilidad.
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Reversibilidad no es una condicion necesaria

Ejercicio

Construya una cadena de Markov irreducible, aperidédica, con matriz de
transiciéon P no simétrica y que tenga a la distribucién uniforme @ como
distribucién estacionaria.

» Notese que esta cadena no satisface la propiedad de reversibilidad para 7
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0.25 0.25 0.5

Una solucidn para el ejercicio: P = 0.5 0 0.5
025 0.75 O
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

i Como definimos una cadena de Markov que cumpla la condicién de
reversibilidad para una distribucién 77
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

i Como definimos una cadena de Markov que cumpla la condicién de
reversibilidad para una distribucién 77

No existe ninguna garantia de que para todo a, b se cumpla que:

P|b, a] - ©[a] = P|a,b]- 7[b]

Si no se cumple esta propiedad, entonces existe un par a, b tal que:
P|b, a] - ©[a] > P|a,b]- 7[b]

i Qué hacemos en este caso?
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Lo que hacemos es definir una nueva matriz de transiciéon Q, a partir de
P, de la siguiente forma:

Qlc,d] = Plc,d]: alc,d] para c,d €

En esta definicidn, « es construido de tal forma que @ cumpla la
condicidon de reversibilidad.
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Considere un par a, b tal que:

P[b, a] - ©[a] > P|a,b]- 7[b]

Una idea natural para lograr que esto sea una igualdad es hacer mas
pequeno el lado izquierdo.

» El lado derecho no es necesario hacerlo mas pequeno
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Considere un par a, b tal que:

P[b, a] - ©[a] > P|a,b]- 7[b]

Una idea natural para lograr que esto sea una igualdad es hacer mas
pequeno el lado izquierdo.

» El lado derecho no es necesario hacerlo mas pequeno

Por lo tanto, definimos afa, bl =1y

Pla, b] - 7[b]
P[b, a] - 7[a]

alb, a
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Anilogamente, para un par a, b tal que P[b, a] - ©[a] < P|a, b] - ©[b], definimos
alb,al] =1y

P[b, a] - 7[a]
Pla, b] - @[b]’

ala, b] =

que es lo mismo que la ecuacidn en el otro caso sélo que con los roles de a
y b intercambiados.
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Anilogamente, para un par a, b tal que P[b, a] - ©[a] < P|a, b] - ©[b], definimos
alb,al] =1y

P[b, a] - 7[a]

olabl = B b

que es lo mismo que la ecuacidn en el otro caso sélo que con los roles de a
y b intercambiados.

En resumen, « se define como:

min Plb, a] - 7lal si Pla,b] -7
{P[a,b]-ﬁ[b]’l} Pla, b] - 7[b] > 0

1 en otro caso

ala, b] =
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Por tanto, nos gustaria definir Q[a, b] = P|a, b] - afa, b] y asi tener una matriz
de transicion @ que cumple la condicidon de reversibilidad.
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Por tanto, nos gustaria definir Q[a, b] = P|a, b] - afa, b] y asi tener una matriz
de transicion @ que cumple la condicidon de reversibilidad.

Sin embargo, no podemos asegurar que @ sea la matriz de transicidn de una
cadena de Markov.

» Puesto que no podemos asegurar que Z Q[a, b] = 1 para todo b € Q
acs?

De hecho sélo podemos asegurar que Z QR[a, b] < 1 para todo b € Q
ac)

> ;Por qué?
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Para resolver el problema, definimos para cada b € Q:

r(b) = 1-) Pla,b]-afab],

acnl

y agregamos r(b) a la probabilidad de quedarse en el estado b
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r(b) = 1-) Plab] ofab],

acnl

y agregamos r(b) a la probabilidad de quedarse en el estado b

De esta forma, la definicién de @ es:

_ Pla, b] - a[a, bl + r(b) sia=0b
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Metropolis-Hastings: la idea del algoritmo

Para resolver el problema, definimos para cada b € Q:

r(b) = 1-) Pla,b]-afab],

acnl

y agregamos r(b) a la probabilidad de quedarse en el estado b

De esta forma, la definicion de Q@ es:

_ Pla, b] - a[a, bl + r(b) sia=0b
Q[a, b] _ {P[a’ b] . a[a, b] si 3 # b

Ejercicio

Demuestre que @ es la matriz de transiciéon de una cadena de Markov.
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Metropolis-Hastings: la formalizacion del algoritmo

Sea 7 una distribucién de probabilidad sobre un dominio finito €2, y sea P la
matriz de transicion de una cadena de Markov con conjunto de estados 2

> Y sea a: Q x Q — [0, 1] definida como en las transparencias anteriores
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Sea 7 una distribucién de probabilidad sobre un dominio finito €2, y sea P la
matriz de transicion de una cadena de Markov con conjunto de estados 2

> Y sea a: Q x Q — [0, 1] definida como en las transparencias anteriores

Ademas, sea ag un elemento arbitrario de 2

El siguiente algoritmo simula N transiciones de acuerdo a la cadena de Markov
con matriz de transicidon @ descrita anteriormente.

» Asi, la cadena de Markov simulada tiene como distribucion estacionaria a
la distribucidn 7
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Metropolis-Hastings: la formalizacion del algoritmo

MH(7, P, ao, N)
for j :=1to N do
Generar b € €2 con distribucién P[-, a;_1]
Generar u € [0, 1] con distribucién uniforme
if u < alb,aj_;] then

aj — b
else
dj .= dj—1
return {a;, as,...,an}
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