Una tercera aplicacion de la técnica

Sea G = (N, A) un grafo (dirigido) sin loops.

Decimos que (v1,...,V,) es un ciclo simple en G si:
1. n>2
2. (vi,viz1) € Aparacadal <i<n—-1y (v,,v1) €A

3. vi#viparacadal <i<j<n
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Una tercera aplicacion de la técnica

Un ciclo simple (v1, ..., v,) con n vértices puede ser visto como un conjunto
con n arcos:

{(vi,v2),...(Va=1,Vn), (Vn,v1)}

En este capitulo utilizamos esta representacién de los ciclos simples, y decimos
que el largo de este ciclo es n

Nétese que dada la representacidn de ciclos simples tenemos que
(a, b,c) = (b,c,a) = (c,a, b), puesto que:

{(37 b)v(bv C),(C, a)} — {(bv C)?(Ca 3)7(37 b)} — {(Cv 3)7(37 b)v(bv C)}
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Una tercera aplicacion de la técnica

Sea #CicloSimple una funcién que, dado un grafo G, retorna el nimero
de ciclos simples en G

Ejercicio
Muestre que Lciclosimple € PTIME

Teorema
Si existe un FPRAS para # CicloSimple, entonces NP = RP
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#CicloSimple no admite un FPRAS: demostracion

Sea HAM = {G | G tiene un ciclo hamiltoniano}

Vamos a demostrar que si existe un FPRAS para #CicloSimple,
entonces HAM € BPP

» Dado que HAM es NP-completo, se concluye que NP C BPP

» Al igual que en los casos anteriores, concluimos que NP = RP a partir de
que NP C BPP

Sea G = (N, A) un grafo con |[N|=ny n>2
» (G es una entrada de HAM
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i Como construimos el grafo aumentado?

A partir de un ciclo simple con ¢ nodos esperamos generar 2°" ciclos simples en
el grafo aumentado

» Primer intento: construir G" como para el caso de #LIS

Considere el siguiente grafo H:
@, /@
~——

En este caso H? es el siguiente grafo:
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i Como construimos el grafo aumentado?

En H tenemos un ciclo simple y esperamos tener 2* ciclos simples en H?

El problema es que H? sélo tiene 6 ciclos simples: (a1, b1), (a1, b2), (a2, b1),
(327 b2) y-

=) =
SOMOS

(al,bl,ag,bg) (317b2a32ab1)
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i Como construimos el grafo aumentado?

Segundo intento: reemplazamos cada arco

O—®

O O s
oo Tuso

donde ¢, ..., ¢, Cr41, ..., Cor, d1, ..., dr—1 son nodos nuevos creados para
reemplazar un arco.

por
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El grafo aumentado

Sea G' el grafo definido reemplazando cada arco como fue mostrado en
la transparencia anterior.

Ejercicio

Defina formalmente el grafo G*

Dado que G no tiene loops puede tener a lo mas n-(n — 1) arcos

> Por lo tanto, G" tienealomasn+n-(n—1)-(3-r—1) nodos, y
es de tamano polinomial en el tamano de G
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La nocidn de testigo

Cada ciclo simple de G de largo ¢ > 2 corresponde con 2" ciclos de G'
delargo 2-7-r

» (Cada uno de estos ciclos de largo 2- /- r en G" es considerado como
un testigo del ciclo de largo £ en G

Cada ciclo simple de G" es testigo de un unico ciclo simple de G

Ejercicio

Formalice la nocién de testigo.
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La nocidon de testigo

La conexién fundamental entre los grafos:

G € HAM si y sélosi G’ tiene un cliclo simple de largo 2 - r - n

Utilizando esta conexidn y eligiendo un valor adecuado para r vamos a
construir un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para HAM

» Teniendo como hipdtesis la existencia de un FPRAS
para #CicloSimple
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El nimero de testigos

Definimos los conjuntos:

I"'(G) = {C| C esun ciclo simple en G de largo 2 - r - n}
M'(G) = {C| C es un ciclo simple en G" de largo menor que 2 - r - n}

Tenemos que G € HAM si y sélo si I"(G) # ()

» Suponiendo la existencia de un FPRAS para #CicloSimple, vamos a
desarrollar un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para

verificar si I"(G) # ()
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El nimero de testigos

Para ¢ € {2,3,...,n} definimos t; como la cantidad de testigos en G"
para un ciclo simple en G de largo £

Por la definicién de G" tenemos que t;, = 2¢"

Ademas, el nimero de ciclos simples en G de largo ¢ esta acotado por:

-
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El nimero de testigos

A partir de lo anterior concluimos que:

M(G)] <

I

IA
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86 / 103



ldea fundamental: aumentando las diferencias

Por otra parte, si G € HAM tenemos que:

1"G)| > t, = 2"

Concluimos que:
> Si G € HAM: #CicloSimple(G") = |M"(G)| < 2n=1)-(ntr)
» Si G € HAM: #CicloSimple(G") > [I"(G)] = 2"

En las siguientes transparencias vamos a obtener un valor de r que nos
permita tener un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para HAM
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Un algoritmo aleatorizado para HAM

Suponemos que existe un FPRAS A para #CicloSimple, y mostramos como
esto puede ser utilizado para obtener que HAM € BPP

Definimos el siguiente algoritmo aleatorizado B para HAM:
1. Dada la entrada G, donde G es un grafo con n nodos, si n < 1 retorne
no, en otro caso vaya al paso 2
2. Genere el grafo G’

3. Sea s el resultado de ejecutar A(G", %

4. Sis>(1+12)- 2(n=1)-(nr) “entonces retorne si, en caso contrario
retorne no

Nétese que B funciona en tiempo polinomial en el tamaino de la entrada G si el
valor de r es polinomial en n

» Recuerde que tenemos que determinar el valor de r
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La probabilidad de error del algoritmo

Si G € HAM obtenemos que Pr(B(G) retorne si) es igual a:

Pr(A(G", %) S (14 %) - p(n=1)(n 1)y
< Pr(A(G', 3) > (1+ 5) - #CicloSimple(G"))
< Pr(A(G", %) > (14 %) . 4CicloSimple(G')) V
A(G, %) <(1- %) . #CicloSimple(G"))
— 1— Pr(A(G", %) <1+ %)  #CicloSimple(G") A
A(G", %) > (1- %) . #CicloSimple(G))
—1-Pr(JA(G", %) — #CicloSimple(G")| < % - #CicloSimple(G"))
31

<1-2 = =
=7 4 4

[IC3810 — La clase de complejidad de funciones #P 89 / 103



La probabilidad de error del algoritmo

Consideramos ahora el caso en que G € HAM

Primero debemos encontrar un valor de r tal que:

1 1
(1— 5) - #CicloSimple(G") > (1+ 5) . 2(n=1)-(ntr)

Dado que #CicloSimple(G") > 2™", basta entonces encontrar un valor de
r tal que:

(- 2)2m > (@4 gy e
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La probabilidad de error del algoritmo

Tenemos que:

(1- %) 2" > (14 %)  pln=1) ()

1 . 3 —1).
L onr o 3 o-1)(nin)
2 > 2

T 3. 2(n—1)'(n—|—r)
N 2(n—1)-(n—|—r)—|—|og2(3)

n-r > n-(n—1)4+(n—1) r+log,(3)
r > n-(n—1)+ log,(3)

tet o 2

Considerando r = n- (n — 1) + 2 se cumple la condicién.

» Concluimos que (1 — %) - #CicloSimple(G") > (1 + %) . o(n=1)-(n+r)
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La probabilidad de error del algoritmo

SiG eHAM Yy r=n-(n—1)+2 tenemos que Pr(B(G) retorne no) es igual a:

Pr(A(G", %) < (1+ %) 27y
< Pr(A(G", 3) < (1 - 3) - #CicloSimple(G"))
< Pr(A(G", %) <(1- %) . %CicloSimple(G") V
A(G, %) > (1+ %) . #CicloSimple(G"))
=1 Pr(A(G", 2) > (1 - ;) - #CicloSimple(G") A
A(G",5) < (L+3) - #CicloSimple(G"))
—1-Pr(JA(G", %) — #CicloSimple(G")| < % - #CicloSimple(G"))
31

<1-2 = =
=7 4 4
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#CicloSimple no admite un FPRAS: conclusién

Tenemos que en ambos casos el error del algoritmo B estd acotado

: 1
superiormente por ;

» Considerando r = n-(n— 1)+ 2 en ambos casos

Concluimos entonces que HAM € BPP
» Por lo tanto NP C BPP []
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La existencia de FPRAS vy las reducciones parsimoniosas

Sean f,g : 2* — N dos funciones en #P

Teorema
Sif <F, g y existe un FPRAS para g, entonces existe un FPRAS para f

Demostracion: Suponga que h: 2* — X* es una funcién computable en
tiempo polinomial tal que f(w) = g(h(w)) para todo w € ¥*

[IC3810 — La clase de complejidad de funciones #P 94 / 103



La existencia de FPRAS vy las reducciones parsimoniosas

Ademads, suponga que A es un FPRAS para g, y defina un algoritmo
aleatorizado B : ¥* x (0,1) — N de la siguiente forma:

Paracadawe X" ye € (0,1): B(w,e) = A(h(w),¢)

Paracadaw e X" ye € (0,1):
Pr(\B(W,g) _fw)[<e- f(w))
= Pr(IA(h(w).2) — g(hw))] < < g(h(w)

> 3
= 4
Por lo tanto B es un FPRAS para f ]
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Utilizando las reducciones parsimoniosas

Suponiendo que f <P, g, el resultado anterior puede utilizarse de
dos formas:

» Si tenemos un FPRAS para g, entonces podemos construir un
FPRAS para f

» Si tenemos una demostracion que no existe un FPRAS para f,
entonces concluimos que no existe un FPRAS para g

Vamos a encontrar otras funciones que no admiten FPRAS utilizando el
resultado anterior.
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Contando el nimero de cliques

Dado un grafo G = (N, A), decimos que S C N es un clique si para cada
a,b € S se tiene que (a,b) € A

Sea #CLIQUE una funcién que, dado un grafo G, retorna el nimero de
cliqgues de G

Teorema
Si existe un FPRAS para # CLIQUE, entonces NP = RP
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No existe un FPRAS para #CLIQUE: demostracion

Dado un grafo G = (N, A), defina G = (N,A) con A= (N x N) < A
Tenemos que #1S(G) = #CLIQUE(G)

Concluimos que #IS <f,, #CLIQUE

» Por lo tanto, si existe un FPRAS para #CLIQUE, entonces existe un
FPRAS para #IS y NP = RP
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Otro ejemplo: las clausulas de Horn

Recuerde que una clausula se dice de Horn si contiene a lo mds un
literal positivo.

Ejemplo

(pV—=qV-—r), p, (—gV —r)y —q son cldusulas de Horn, mientras que
(pVaqg)y(pV—gVrV-s)no lo son.

Ademds, decimos que una férmula proposicional ¢ es de Horn si ¢ es una
conjunciéon de clausulas de Horn.

[IC3810 — La clase de complejidad de funciones #P 99 / 103



La funcion #HORN-SAT

Sea #HORN-SAT una funcién que, dada una férmula proposicional ¢ de
Horn, retorna el nimero de valuaciones que satisfacen ¢

Teorema
#HORN-SAT es # P-completo.

Ejercicio
Demuestre que L#HORN—SAT e PTIME
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No existe un FPRAS para ##HORN-SAT

Teorema
Si existe un FPRAS para #HORN-SAT, entonces NP = RP

Demostracion: Sea G = (N, A) un grafo tal que N # ()

Por cada v € N, considere una variable proposicional x,, y defina ¢g
como la siguiente férmula proposicional:

(Aav=-) 1 (A rvos)

aeN (b,c)EA
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No existe un FPRAS para #HORN-SAT: demostracion

Tenemos que ¢ es una férmula proposicional de Horn

y #1S(G) = #HORN-SAT (v¢)

» ;Como se puede extraer un conjunto independiente de G desde una
valuacién que satisface ©g?

Concluimos que #IS <P__ #HORN-SAT

par

» ;Cémo se maneja el caso en que N = () en la reduccién?
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No existe un FPRAS para #HORN-SAT: demostracion

Por lo tanto, si existe un FPRAS para #HORN-SAT, entonces existe un
FPRAS para #1S y NP = RP []

Comentario final
Dado que #IS <f,, #HORN-SAT, se tiene que #HORN-SAT es #P-hard

» Como #HORN-SAT € #P, concluimos que #HORN-SAT es
##P-completo
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