Conjuntos independientes de un grafo

Dado un grafo G = (N, A), decimos que S C N es un conjunto
independiente si para cada a, b € S se tiene que (a,b) € A

» Vale decir, los nodos mencionados en S no estan conectados entre
si en el grafo

Sea GIS = {(G, k) | G tiene un conjunto independiente S con |S| > k}

Ejercicio

Demuestre que GIS es NP-completo
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Contando el nimero de conjuntos independientes

Sea #GIS una funcién que, dado un grafo G y un niimero natural k,
retorna el nimero de conjuntos independientes S de G tales que |S| > k

Proposicion

#GIS es #P-completo bajo reducciones parsimoniosas.
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Una funcién de conteo mas simple

Sea #LIS una funcién que, dado un grafo G y un nimero natural k,
retorna el nimero de conjuntos independientes S de G tales que |S| < k

Proposicion
#LIS es # P-completo.

Ejercicio
Muestre que L s € PTIME
» Es posible entonces que #LIS tenga un FPRAS
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#LIS es #P-completo: demostracion

Dado un grafo G con n nodos, y un nimero natural kK > 1, se tiene que:

HGIS(G, k) = #LIS(G,n) — #LIS(G, k — 1)

Concluimos entonces que #GIS € FP7Y> vale decir, #GIS <P #LIS
» Tenemos que #LIS es #P-hard
» Dado que #LIS € #P, tenemos entonces que #LIS es #P-completo
[]
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j Existe un FPRAS para #LIS?

Vamos a dar una respuesta negativa a esta pregunta basada en una
suposicion de complejidad.

» Este resultado nos va a ayudar a identificar otros problemas que no
admiten FPRAS

Teorema
Si existe un FPRAS para #LIS, entonces NP = RP
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#LIS no admite un FPRAS: demostracién

Vamos a demostrar que si existe un FPRAS para #LIS, entonces GIS € BPP
» Dado que GIS es NP-completo, se concluye que NP C BPP

Para terminar la demostracidon necesitamos el siguiente resultado:

Teorema
Si NP C BPP, entonces NP = RP

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Técnica de demostracion: construyendo un grafo
aumentado

Sea G = (N, A) un grafo con |[N| = n, y sea k > 1 un nimero natural.

» (G, k) es una entrada de GIS

Consideramos un numero natural r, cuyo valor definiremos mas tarde, y
para cada v € N definimos un nuevo conjunto de r nodos:

C.V — {V17V27"'7Vr}
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Técnica de demostracion: construyendo un grafo
aumentado

Usamos r para definir un nuevo grafo G" = (N", A"):

N™ = UCV

velN

A = | J {(ab)lacCiybe G}
(u,v)EA

G" es un grafo con r - n nodos, donde dos nodos son adyacentes si y sélo
si sus nodos de origen en G son adyacentes.
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La nocidn de testigo

1C3810

Definicion
Dados conjuntos independientes S de G y Tde G", decimos que T es un
testigo para S si:

S = {veN|CNT#0}

Un conjunto independiente de G" es testigo de un Unico conjunto
independiente de G

» Un conjunto independiente de G puede tener muchos testigos en G’

Dado un conjunto independiente T de G', denotamos como St al tnico

independiente de G que tiene como testigo a T

— La clase de complejidad de funciones #P
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El nimero de testigos

Definimos los conjuntos:

I'(G,k) = {T| T esun conjunto independiente de G tal que |S7| = k}
M"(G,k) = {T | T es un conjunto independiente de G" tal que |St| < k}

La conexidon fundamental:

(G,k) € GISsiysélosi I"'(G,k) £

Suponiendo que existe un FPRAS para #LIS, vamos a desarrollar un algoritmo
aleatorizado de tiempo polinomial para verificar si I"'(G, k) # ()

» Obtenemos un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para GIS
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El nimero de testigos

Para ¢ € {0,1,..., k} definimos t, como la cantidad de testigos en G”
para un conjunto independiente de G con £ nodos.

Por la definicién de G' tenemos que t, = (2" — 1)

» jPor qué?

Ademas, G tiene a lo mas (Z) conjuntos independientes con ¢ nodos
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El nimero de testigos

A partir de lo anterior concluimos que:

IM™(G, k)]
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Técnica de demostracion: aumentando las diferencias

Por otra parte, si (G, k) € GIS tenemos que:

1'(G,K)| > & = (2" —1)"

Concluimos que:
> Si(G,k) € GIS: #LIS(G" k-r) = [M'(G, k)| < 2"(2" —1)<!
> Si (G, k) € GIS: #LIS(G", k-r) > |I'(G, k)] > (2" — 1)~

En particular, eligiendo r = n+ 3:
> Si (G,k) € GIS: #LIS(G", k- (n+3)) < 272" — 1)1
> Si (G,k) € GIS: #LIS(G", k-(n+3)) > (2" — 1)~

I
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Un algoritmo aleatorizado para GIS

Suponemos que existe un FPRAS A para #LIS, y mostramos como esto puede
ser utilizado para obtener que GIS € BPP

Definimos el siguiente algoritmo aleatorizado B para GIS:
1. Dada la entrada (G, k), donde G es un grafo con n nodos, si k =0
retorne si, en otro caso vaya al paso 2
2. Genere el grafo G™3

3. Sea s el resultado de ejecutar A(G"*3 k- (n+ 3), %)

4. Sis>(1+3)- 2"(2"3 _ 1)k~! entonces retorne si, en caso contrario
retorne no

Nétese que B funciona en tiempo polinomial en el tamano de la entrada (G, k)

» Dado que el tamafio de G"™> es polinomial en el tamafio de G (G"*3

tiene n - (n+ 3) nodos), A es un FPRAS y £ = % cuando se ejecuta A
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La probabilidad de error del algoritmo

Si (G, k) & GIS obtenemos que Pr(B(G, k) retorne si) es igual a:

Pr(A(G™ k- (n+3), %) > (1+ %) 272" — 1))
< Pr(A(G™, k- (n+3), %) > (1+ %) #LIS(G™ k- (n+3)))
< Pr(A(G"™>, k- (n+3), %) > (1+ %) C#LIS(G™ k- (n+3)) V
A(G™ k- (n+3), %) <(1- %) - #LIS(G™ k- (n+ 3)))
=1—Pr(A(G™, k- (n+3), %) <(1+ %) C#LIS(G™ k- (n+3)) A
A(G™ k- (n+3), %) > (1 - %) - #LIS(G" k- (n+3)))
—1—Pr(|A(G™3, k- (n+3), %) — #LIS(G™, k- (n+3))| <

C#LIS(G™ k- (n+3)))

N| —
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La probabilidad de error del algoritmo

Consideramos ahora el caso en que (G, k) € GIS

Primero debemos demostrar que:

(1—%).#L|S(Gn—l—37k.(n_|_3)) > (1_|_%).2n(2n—|—3_1)k_1

Dado que #LIS(G"™3, k- (n+ 3)) > (2""3 — 1)¥, basta demostrar que:

(1- %) M)k > (14 %) L2n(2mS —1)k—1
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La probabilidad de error del algoritmo

Tenemos que:

1-D@o -1 > @+ 2 -

= %-(2”3—1)" > 2-2”(2”3—1)"—1
& %-(2”“—1) > ;2”

& 2" o1 > 3.2"

& 2"(2°=3)—1 >0

& 52" -1 >0

Esta dltima condicién es cierta para todo n > 0, de lo cual concluimos que
(1 — %) . 3&%&'_'5((;7”—}-37 k . (n _|_ 3)) > (1 + %) . 2n(2n+3 o 1)k_1
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La probabilidad de error del algoritmo

Si (G, k) € GIS obtenemos que Pr(B(G, k) retorne no) es igual a:

PrAG™ k- (n+3), 5) < (14 5)- 22" 1))
< Pr(A(G™, k- (n+3), %) < (1- %) #LIS(G™ k- (n+3)))
< Pr(A(G"™>, k- (n+3), %) < (1- %) C#LIS(G™ k- (n+3)) V
A(G™ k- (n+3), %) > (1+ %) - #LIS(G™ k- (n+ 3)))
=1—Pr(A(G™, k- (n+3), %) > (1 — %) C#LIS(G™ k- (n+3)) A
A(G™ k- (n+3), 5) < (14 2) - #LIS(G" k- (n+3))
—1—Pr(|A(G™3, k- (n+3), %) — #LIS(G™, k- (n+3))| <

C#LIS(G™ k- (n+3)))

N| —
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#LI1S no admite un FPRAS: conclusién

Tenemos que en ambos casos el error del algoritmo B estd acotado

- 1
superiormente por 7

Concluimos entonces que GIS € BPP

» Por lo tanto NP C BPP []
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Utilizando |a técnica anterior en otros problemas

Sea #I1S una funcién que, dado un grafo G, retorna el nimero de
conjuntos independientes de G

Teorema
Si existe un FPRAS para #1S, entonces NP = RP

Ejercicio

Demuestre el teorema utilizando la técnica usada para el caso de #LIS
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Una solucién del ejercicio

Al igual que para el caso de #LIS, demostramos que si existe un FPRAS para
#1S, entonces GIS € BPP

» Dado que GIS es NP-completo, se concluye que NP C BPP

» Concluimos entonces que NP = RP, dado que NP C BPP implica
que NP = RP

Dada una entrada (G, k) de GIS, definimos G, I"'(G, k) y M"(G, k) como para
el caso de #LIS

Tenemos entonces que:
> Si (G, k) € GIS: #IS(G")
> Si (G, k) € GIS: #IS(G") > [I"(G, k)] > (2" —1)*

IM"(G, k)| < 2"(2" —1)<!
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Una solucién del ejercicio

Concluimos entonces que para r = n + 3:
> Si (G, k) € GIS: #IS(G"7) < 27(2"3 — 1)kt
> Si (G, k) € GIS: #IS(G"?) > (2" —1)*

Al igual que para el caso de #LIS, suponemos que existe un FPRAS para #IS,
y mostramos como esto puede ser utilizado para obtener que GIS € BPP

» El algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para GIS es definido de la
misma forma que para el caso de #LIS

» Las cotas mencionadas arriba son utilizadas para demostrar que el error

de este algoritmo estd acotado superiormente por % []
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i Cual es la idea central en la técnica mostrada?

Sea (G, k) una entrada de GIS con kK >1
» Sabemos que (G, k) € GIS si y sélo si [I'(G, k)| > 1

Dado que |/'(G, k)| = #LIS(G, k) — #LIS(G, k — 1), podemos intentar utilizar
un FPRAS para #LIS para determinar si (G, k) € GIS

» Generamos asi un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para GIS

El éxito de este enfoque depende de qué tan grande sea el valor de

#LIS(G, k) — #LIS(G, k — 1)
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i Qué tan grande es #LIS(H, k) — #LIS(H, k — 1)7

Considere el siguiente grafo H:

En este caso tenemos que |/'(H, k)| = #LIS(H, k) — #LIS(H, k — 1) =1
> Ademas, #LIS(H, k —1) > 3*1
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Amplificando la diferencia

La diferencia entre #LIS(G, k) y #LIS(G, k — 1) puede ser pequena.

» La utilizacidon de un FPRAS para #LIS no nos garantiza la existencia de
un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial para GIS

» No podemos acotar superiormente el error de algoritmo

Para solucionar este problema amplificamos #LIS(G, k) — #LIS(G, k — 1)
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Amplificando la diferencia

De manera mas precisa, de la definicién de G" tenemos:

#LIS(G, k) — #LIS(G,k — 1) > 0 si y sdlo si
HLIS(G" k- r) — #LIS(G", (k —1) - r) > 0

Asi, usamos la diferencia mas grande #LIS(G", k- r) — #LIS(G",(k —1) - r)
para verificar si #LIS(G, k) — #LIS(G, k—1) >0
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i Cuanto amplificando la diferencia?

Suponiendo que G tiene n nodos y tomando r = n + 3 obtenemos:

#LIS(Gr,kr)—#LlS(Gr,(k_]_)r) > (2r_1)k_2n.(2r_1)k_1
(2n—|—3 o (2n + 1)) ) (2n—|—3 . 1)k_1
(2n—|-3 o 2n—|—1) . (2n+3 . 1)k—1

3. 2n+1 ) (2n+3 . 1)k—1

AVARNI

iPodemos entonces verificar si #LIS(G, k) — #LIS(G, k — 1) > 0 considerando
una brecha de tamano exponencial en n!
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