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Motivacion: una pregunta pendiente del capitulo anterior

i Cémo podemos construir un generador (casi) uniforme para una relaciéon?
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Motivacion: una pregunta pendiente del capitulo anterior

i Cémo podemos construir un generador (casi) uniforme para una relaciéon?

Recuerde el problema KS definido en el capitulo anterior y la relacidn:

Rcs = {((3,b),X)]|3eN" beZ,xe{0,1}" paran>1, y3-x<b}

Vamos a responder primero una pregunta mas especifica: j Cdmo podemos
construir un generador (casi) uniforme para Rks?

> La respuesta a esta pregunta va a tener los ingredientes necesarios para
responder la pregunta mds general
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Fijen>1,3eN"y beN
> Y suponga que Q ={x€{0,1}"|3-x < b}

Nétese que €2 + &
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Fijen>1,3eN"y beN
> Y suponga que Q ={x€{0,1}"|3-x < b}

Nétese que €2 + &

Considere una secuencia {X; }+n de variables aleatorias con recorrido 2
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Fijen>1,3eN"y beN
> Y suponga que Q ={x€{0,1}"|3-x < b}

Nétese que €2 + &

Considere una secuencia {X; }+n de variables aleatorias con recorrido 2

» El dominio de cada variable X; es D;, el cual no necesitamos definir
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Fijen>1,3eN"y beN
> Y suponga que Q ={x€{0,1}"|3-x < b}

Nétese que €2 + &

Considere una secuencia {X; }+n de variables aleatorias con recorrido 2

» El dominio de cada variable X; es D;, el cual no necesitamos definir

Decimos que €2 es el conjunto de estados de la secuencia {X;}ten

[1IC3810 - Cadenas de Markov 3/98



Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Dado t e Ny X € €2, nos interesa calcular Pr(X; = X)
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Dado t e Ny X € €2, nos interesa calcular Pr(X; = X)

Para calcular esta probabilidad necesitamos definir la dinamica de
la secuencia

» Vale decir, necesitamos definir cdmo se cambio de estado al pasar
de tiempo t a tiempo t +1
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Dado t e Ny X € €2, nos interesa calcular Pr(X; = X)

Para calcular esta probabilidad necesitamos definir la dinamica de
la secuencia

» Vale decir, necesitamos definir cdmo se cambio de estado al pasar
de tiempo t a tiempo t +1

De manera formal, dado t e Ny X, y € €2, necesitamos definir:

Pr(Xt+]_ = _)7 | Xt = )?)
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Suponga que en tiempo t estamos en el estado X = (xq,...,Xp)
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Una secuencia de variables aleatorias para generar Rks

Suponga que en tiempo t estamos en el estado X = (xq,...,Xp)

El estado y en el tiempo t + 1 se obtiene utilizando el
siguiente procedimiento:

GenerarSiguiente(x)

Escoja c € {0,1} con distribucién uniforme

if ¢ =0 then return x

else
Escoja i € {1,...,n} con distribucién uniforme
u:= (Xl, ey Xi—1, 1 — Xy Xit1y--- ,Xn)
if 3- U< b then return u
else return x

Tenemos entonces que y = GenerarSiguiente(x)

[IC3810 — Cadenas de Markov
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Algunas propiedades de la secuencia

Ejercicios
SeateN

1. Dados X,y € Q, calcule Pr(X;;1 =y | X; = X)

—

» Considere de manera separada los casos X # y y x =y

2. Demuestre que para todo X,y € €, existe t’ > t tal que:

Pr(Xt/:_)_/)|Xt:)_<>) > O
3. Dados Xg, X1, ..., X, Xe+1 € €2, demuestre que:

Pr(Xt+1 = )?t+1 | Xo = )_50 /\Xl = )?1 N oo /\Xt — )‘(’t) =
Pr(Xe1 = Xee1 | Xe = X¢)
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i A qué converge la secuencia?

Sea X un vector arbitrario en

Suponga que en tiempo 0 estamos en el estado X, y que en cada instante
cambiamos de estado utilizando el procedimiento GenerarSiguiente
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i A qué converge la secuencia?

Sea X un vector arbitrario en

Suponga que en tiempo 0 estamos en el estado X, y que en cada instante
cambiamos de estado utilizando el procedimiento GenerarSiguiente

> jCudles son los estados a los que podriamos llegar en un tiempo t > 07
i Cudl es |la probabilidad de estar en un estado especifico en este tiempo t?
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i A qué converge la secuencia?

Sea X un vector arbitrario en

Suponga que en tiempo 0 estamos en el estado X, y que en cada instante
cambiamos de estado utilizando el procedimiento GenerarSiguiente

> jCudles son los estados a los que podriamos llegar en un tiempo t > 07
i Cudl es |la probabilidad de estar en un estado especifico en este tiempo t?

» ; Es posible llegar a una distribucién estacionaria, vale decir, un tiempo t’
tal que para todo y € Q2 se tiene que Pr( Xy =y) = Pr( Xy =y)?
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Suponga que en tiempo 0 estamos en el estado X, y que en cada instante
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i A qué converge la secuencia?

Sea X un vector arbitrario en

Suponga que en tiempo 0 estamos en el estado X, y que en cada instante
cambiamos de estado utilizando el procedimiento GenerarSiguiente

> jCudles son los estados a los que podriamos llegar en un tiempo t > 07
i Cudl es |la probabilidad de estar en un estado especifico en este tiempo t?

» ; Es posible llegar a una distribucién estacionaria, vale decir, un tiempo t’
tal que para todo y € Q2 se tiene que Pr( Xy =y) = Pr( Xy =y)?

» jExiste una unica distribucién estacionaria?

i Cudles son las respuestas a las preguntas anteriores si cambiamos X por otro
vector inicial?

[IC3810 — Cadenas de Markov
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La secuencia converge a la distribucidon uniforme

Ejercicios

1. Dado te Ny X € €2, demuestre que:

ZPr(Xt+1:)7|Xt:>?) = 1
yeQ
Z Pr(Xt+1 =X | Xt = _)7) = 1
yeQ2

2. Demuestre que la distribucién uniforme es una distribucién estacionaria.

> Vale decir, demuestre que si para t € N se tiene que Pr(X: = X) = ﬁ

para cada X € , entonces:
Pr(Xis1=y)=Pr(X; =y) paracada y € Q
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Generando Rys con distribuciéon (casi) uniforme

Para generar los elementos de €2 con distribucién (casi) uniforme
utilizamos el siguiente procedimiento:

Sea X un elemento arbitrario de {2
t=1f(|al+|b])
fori:=1to t do

X := GenerarSiguiente(Xx)
return x

Donde |3| + |b| es el tamaiio de la entrada (&, b)
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Generando Rys con distribuciéon (casi) uniforme

Para generar los elementos de €2 con distribucién (casi) uniforme
utilizamos el siguiente procedimiento:

Sea X un elemento arbitrario de {2
t=1f(|al+|b])
fori:=1to t do

X := GenerarSiguiente(Xx)
return x

Donde |3| + |b| es el tamaiio de la entrada (&, b)

i Qué condiciones deben cumplirse para que este procedimiento genere {2
con distribucién (casi) uniforme y en tiempo polinomial?
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Las condiciones para la generacidn (casi) uniforme

» La secuencia debe converger a la distribucién uniforme desde
cualquier punto de partida x € €2
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Las condiciones para la generacidn (casi) uniforme

» La secuencia debe converger a la distribucién uniforme desde
cualquier punto de partida x € €2

> La distribucién uniforme debe ser la Unica distribucién a la que
converge la secuencia
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Las condiciones para la generacidn (casi) uniforme

» La secuencia debe converger a la distribucién uniforme desde
cualquier punto de partida x € €2

> La distribucién uniforme debe ser la Unica distribucién a la que
converge la secuencia

» f(n) debe estar acotada superiormente por un polinomio
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Las condiciones para la generacidn (casi) uniforme

» Debe ser posible calcular GenerarSiguiente(x) en tiempo
polinomial
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Las condiciones para la generacién (casi) uniforme

» Debe ser posible calcular GenerarSiguiente(x) en tiempo
polinomial

» Después de ejecutar t pasos se debe tener una garantia de que
estamos cerca de la distribucién uniforme

» Obtenemos entonces un generador casi uniforme para los
elementos de (2
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Las condiciones para la generacidn (casi) uniforme

» Debe ser posible calcular GenerarSiguiente(x) en tiempo
polinomial

» Después de ejecutar t pasos se debe tener una garantia de que
estamos cerca de la distribucién uniforme

» Obtenemos entonces un generador casi uniforme para los
elementos de (2

Todas estas condiciones han sido estudiadas para las cadenas de Markov.

» Vamos a introducir y estudiar este herramienta esencial para el
muestreo de variables aleatorias

[IC3810 — Cadenas de Markov
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Las cadenas de Markov

Considere una sucesion {X; }:y de variables aleatorias.
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Las cadenas de Markov

Considere una sucesion {X; }:y de variables aleatorias.

Definicion
{X:}ten €s una cadena de Markov con conjunto de estados S0 si:

1. Q es un conjunto finito o infinito enumerable, y X; : D; — €0 para
cadateN

2. Existe p: QxQ — [0,1] tal que para cada t € N y cada secuencia
ao, ..., ar, ary1 de elementos de S2:

Pr(Xeii =am1 | Xe=ar A AXp=a9) =

Pr(Xii1=ar1 | Xe = ar) = p(atsr,ar)
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Las cadenas de Markov

En una cadena de Markov la distribucién de probabilidades en el tiempo t +1
sélo depende de la distribucidon de probabilidades en el tiempo t

» Consideramos cadenas discretas: el tiempo es un conjunto infinito
enumerable, y el conjunto de estados {2 es finito o infinito enumerable
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Las cadenas de Markov

En una cadena de Markov la distribucién de probabilidades en el tiempo t +1
sélo depende de la distribucidon de probabilidades en el tiempo t

» Consideramos cadenas discretas: el tiempo es un conjunto infinito
enumerable, y el conjunto de estados {2 es finito o infinito enumerable

Ademas, consideramos cadenas de Markov donde las probabilidades de
transicién no dependen del tiempo.

» Para cada t1,tr e Ny a,beQ:

Pr(Xt1+1 =4 | th = b) = Pr(Xt2+1 =4 | th = b)
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Las cadenas de Markov

1C3810

En una cadena de Markov la distribucién de probabilidades en el tiempo t +1
sélo depende de la distribucidon de probabilidades en el tiempo t

» Consideramos cadenas discretas: el tiempo es un conjunto infinito
enumerable, y el conjunto de estados {2 es finito o infinito enumerable

Ademas, consideramos cadenas de Markov donde las probabilidades de
transicién no dependen del tiempo.

» Para cada t1,tr e Ny a,beQ:
Pr(Xt1+1 =4 | th = b) = Pr(Xt2+1 =4 | th = b)

Estos son llamadas cadenas de Markov homogéneas.
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Las cadenas de Markov

1C3810

En una cadena de Markov la distribucién de probabilidades en el tiempo t +1
sélo depende de la distribucidon de probabilidades en el tiempo t

» Consideramos cadenas discretas: el tiempo es un conjunto infinito
enumerable, y el conjunto de estados {2 es finito o infinito enumerable

Ademas, consideramos cadenas de Markov donde las probabilidades de
transicién no dependen del tiempo.

» Para cada t1,tr e Ny a,beQ:
Pr(Xt1+1 =4 | th = b) = Pr(Xt2+1 =4 | th = b)

Estos son llamadas cadenas de Markov homogéneas.

En general, consideramos cadenas de Markov con conjuntos finitos de estados.

— Cadenas de Markov
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Representando una cadena de Markov

Sea {X:}tey una cadena de Markov con conjunto de estados €2

> Suponemos ademads que p: Q x Q — [0,1] es la funcién que define las
probabilidades de transicion.
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Representando una cadena de Markov

Sea {X:}tey una cadena de Markov con conjunto de estados €2

> Suponemos ademads que p: Q x Q — [0,1] es la funcién que define las
probabilidades de transicion.

Podemos representar cada variable aleatoria X; como un vector X; tal que:

para cada a € (Q se tiene que X:[a] = Pr(X; = a)
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Representando una cadena de Markov

Sea {X:}tey una cadena de Markov con conjunto de estados €2

> Suponemos ademads que p: Q x Q — [0,1] es la funcién que define las
probabilidades de transicion.

Podemos representar cada variable aleatoria X; como un vector X; tal que:

para cada a € (Q se tiene que X:[a] = Pr(X; = a)

Ademads, podemos representar la cadena de Markov como una matriz P
de [Q| x [€):

para cada a, b € (2, se tiene que Pla, b] = p(a, b)

P es llamada la matriz de transicidon de la cadena de Markov.

[IC3810 — Cadenas de Markov
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Representando una cadena de Markov

Dado ae€Q y t € N, tenemos que:

PI’(Xt+1 - a) = Z Pr(Xt+]_ =4 | Xt = b) ) Pr(Xt = b) =

beQ)
S p(a,b)-Pr(X, = b) = 3 P[a,b]-Pr(X; = b)
beQ2 beQ)
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Representando una cadena de Markov

Dado ae€Q y t € N, tenemos que:

PI’(Xt+1 - a) = Z Pr(Xt+]_ =4 | Xt = b) ) Pr(Xt = b) =

beQ)
S p(a,b)-Pr(X, = b) = 3 P[a,b]-Pr(X; = b)
beQ2 beQ)

Dado que X;11[a] = Pr( X1 = a) y X¢[b] = Pr(X; = b) para cada a,be
y t € N, concluimos que:

PX: = Xe1
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Algunas propiedades de la matriz de transicién

Ejercicios
Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov.

1. Demuestre que para cada columna de P, se tiene que la suma de
sus valores es 1

2. Para cada fila de P, jse debe tener que la suma de sus valores es 17

» jEra cierta esta propiedad para la matriz P de |la cadena de
Markov para Rks?
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Una cadena de Markov como un grafo

La matriz de transiciéon P de una cadena de Markov con conjunto de
estados {2 puede ser vista como un grafo Gp con pesos:

» () es el conjunto de nodos de Gp

» Dados a, b€, el peso del arco (a,b) en G es P[b, a]

> Vale decir, el peso de (a, b) representa la probabilidad de pasar al
estado b dado que estdbamos en el estado a

[1IC3810 - Cadenas de Markov 17 / 98



Una cadena de Markov como un grafo: un ejemplo

02 0 06 09
03 1 0 O

2=1{1,2,3,4} P=1oa 0 02 o
01 0 02 0.1

[1IC3810 - Cadenas de Markov 18 / 98



Algunas propiedades de las cadenas de Markov

Sea {X;}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

» Ademds, defina P como la matriz identidad y P*™! = PP? para
todo t e N
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Algunas propiedades de las cadenas de Markov

Sea {X;}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

» Ademds, defina P como la matriz identidad y P*™! = PP? para
todo t e N

Ejercicios
1. Demuestre que para cada t e Ny a, b € (2 se tiene que:
Pr(X;=a|Xo=b) = P[a,b]
2. Demuestre para cada t1,t, e Ny a, b € {2 se tiene que:

Pr(Xt1+t2 =4 | th = b) = Pf(th =4 | XO = b)
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La distribucidn estacionaria de una cadena de Markov

Sea {X;}+n una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

» Y sea 7 € [0,1] tal que Y #la] =1
aef?
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La distribucidn estacionaria de una cadena de Markov

Sea {X;}+n una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

» Y sea 7 € [0,1] tal que Y #la] =1
aef?

Definicion

7 es una distribucion estacionaria para {X;}ten Si P =17
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La distribucidn estacionaria de una cadena de Markov

Sea {X;}+n una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

» Y sea 7 € [0,1] tal que Y #la] =1
aef?

Definicion

7 es una distribucion estacionaria para {X;}ten Si P =17

Vale decir, 7 es una distribucidn estacionaria para {X;}ten si esta
distribucion no cambia al realizar una transicién de la cadena de Markov
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Algunos ejemplos de distribuciones estacionarias

Ejercicios

1. Considere una cadena de Markov con la siguiente matriz de transicién:
05 0.5
P= (0.5 0.5)

Muestre que esta cadena de Markov tiene una uUnica distribucidn
estacionaria, y construya esta distribucion.

2. Construya una cadena de Markov que tenga al menos dos distribuciones

estacionarias.

» El dominio de esta cadena debe ser finito

3. Construya una cadena de Markov que no tenga distribucién estacionaria.

» El dominio de esta cadena debe ser infinito enumerable

[IC3810 — Cadenas de Markov
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Una primera propiedad fundamental: irreducibilidad

Sea {X;}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P
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Una primera propiedad fundamental: irreducibilidad

Sea {X;}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

Definicidn

{X: }ten es irreducible si Gp es un grafo fuertemente conexo.
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Una primera propiedad fundamental: irreducibilidad

Sea {X;}ten una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

Definicidn

{X: }ten es irreducible si Gp es un grafo fuertemente conexo.

Tenemos que {X;}+n es irreducible si y sélo si para cada a, b € (2, existe
t >0 tal que:

Pr(X;=a|Xo=b) > O
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Una segunda propiedad fundamental: aperiodicidad

Sea ae€Q. Si{n>0|Pr(X,=a|Xo=a) >0} no es vacio, entonces el
periodo de a es definido como:

MCD{n>0|Pr(X,=a|Xo=a)>0}

En caso contrario, el periodo de a no estd definido.
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Una segunda propiedad fundamental: aperiodicidad

Sea ae€Q. Si{n>0|Pr(X,=a|Xo=a) >0} no es vacio, entonces el
periodo de a es definido como:

MCD{n>0|Pr(X,=a|Xo=a)>0}

En caso contrario, el periodo de a no estd definido.

Definicion
Un estado a € () es aperiddico si su periodo esta definido y es igual a 1.
Ademds, {X;}+N es apericdica si cada estado b € Q) es aperiddico.
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Irreducibilidad y aperiodicidad: algunos ejemplos

Ejercicios
1. Muestre que la cadena de Markov definida para la relacién Rks es

irreducible y aperiddica.

2. Demuestre que en una cadena de Markov irreducible todos los
estados tienen el mismo periodo.

» Concluimos entonces que si una cadena de Markov irreducible tiene
un estado aperiddico, entonces la cadena es aperiddica.
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Una solucién para el segundo ejercicio

Sea {X;}+n una cadena de Markov irreducible con conjunto de estados
(2 y matriz de transicién P, y sean b, c €

Suponemos que los periodos de by ¢ son ¢, y £, respectivamente.

» iPor qué sabemos que estos periodos existen?

Dado que {X;}:cv €s una cadena de Markov irreducible:

> Existe un camino en Gp desde b a ¢ de largo kp c, y existe un
camino en Gp desde c a b de largo k. p
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Una solucién para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp ¢ + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr( Xy, .k ,=b|Xo=b)>0

> Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢y | (kp.c + ke p)
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Una solucién para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp ¢ + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr( Xy, .k ,=b|Xo=b)>0

> Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢y | (kp.c + ke p)

Sea n>0 tal que Pr(X,=c| Xp=¢c)>0

» Existe un camino en Gp de ¢ a ¢ de largo n

Tenemos entonces que existe un camino en Gp de b a b de largo
kp,c + n+ ke p, por lo que Pr(Xy, +nik , =b|Xo=b)>0

> Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kp.c + n+ kep)
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Una solucién para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp ¢ + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr( Xy, .k ,=b|Xo=b)>0

> Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢y | (kp.c + ke p)

Sea n>0 tal que Pr(X,=c| Xp=¢c)>0

» Existe un camino en Gp de ¢ a ¢ de largo n

Tenemos entonces que existe un camino en Gp de b a b de largo
kp,c + n+ ke p, por lo que Pr(Xy, +nik , =b|Xo=b)>0

> Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kp.c + n+ kep)

> Asi, dado que ¢} | (kp,c + kc.b), deducimos que ¢4, | n
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Una solucién para el segundo ejercicio

Por lo tanto, ¢, | n para cada n>0 tal que Pr(X,=c|Xo=¢) >0

» De lo cual deducimos que ¢ < £, puesto que
lc=MCD{n>0|Pr(X,=c|Xo=c)>0}
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Una solucién para el segundo ejercicio

Por lo tanto, ¢, | n para cada n>0 tal que Pr(X,=c|Xo=¢) >0

» De lo cual deducimos que ¢ < £, puesto que
lc=MCD{n>0|Pr(X,=c|Xo=c)>0}

De la misma forma se puede demostrar que ¢, < ¢, de lo cual concluimos
que lp =, []
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Existencia del limite en el caso finito: irreducibilidad y
aperiodicidad

Vamos a demostrar que irreducibilidad y aperiodicidad son condiciones
suficientes para la convergencia de una cadena Markov con un conjunto
finito de estados.

» La convergencia no depende del punto de partida
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Existencia del limite en el caso finito: irreducibilidad y
aperiodicidad

Vamos a demostrar que irreducibilidad y aperiodicidad son condiciones
suficientes para la convergencia de una cadena Markov con un conjunto
finito de estados.

» La convergencia no depende del punto de partida

Esto nos va a permitir demostrar que una cadena de Markov irreducible,
aperiédica y con un conjunto finito de estados tiene una unica
distribucion estacionaria.
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Existencia del limite

Sea {X:}teny una cadena de Markov irreducible y aperiédica con conjunto finito
de estados 2

Teorema

Si a € (), se tiene que:

1. lim Pr(X,=a| Xo = b) existe para cada b € 2

n— oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a| Xo=c) para cada b,c € Q2

n—oo
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Existencia del limite

Sea {X:}teny una cadena de Markov irreducible y aperiédica con conjunto finito
de estados 2

Teorema

Si a € (), se tiene que:

1. lim Pr(X,=a| Xo = b) existe para cada b € 2

n— oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a| Xo=c) para cada b,c € Q2

n—oo

Antes de demostrar este teorema, vamos a estudiar en detalle sus
consecuencias.
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Sea {X:}tey una cadena de Markov irreducible, aperiédica y con conjunto finito
de estados (2

Dado a € 2, definimos:

Aa = lim Pr(X,=a|Xo=b),

n— oo

donde b es un elemento arbitrario en 2
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Sea {X:}tey una cadena de Markov irreducible, aperiédica y con conjunto finito
de estados (2

Dado a € 2, definimos:

Aa = lim Pr(X,=a|Xo=b),

n— oo

donde b es un elemento arbitrario en 2

Lema

Y Aa=1

ac)
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Fije un elemento b € 2




. a demostracion del lema

Fije un elemento b € ()

Para cada n € N tenemos que:

S Pr(X,=a|Xo=b) = 1
ac)
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. a demostracion del lema

Fije un elemento b € ()

Para cada n € N tenemos que:

S Pr(X,=a|Xo=b) = 1
ac)

Por lo tanto tenemos que:

Il’m(ZPr(Xn:a|Xo:b)) = 1
n—oo aEQ
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. a demostracion del lema

Ademds, sabemos que:

n—oo

lfm (ZPr(Xn:a|X0:b)) = Y Iim Pr(X, = a| X = b)
n— oo aEQ

I
[ &
>~

L
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. a demostracion del lema

Ademds, sabemos que:

n—oo

lfm (ZPr(Xn:a|X0:b)) = Y Iim Pr(X, = a| X = b)
n— oo aEQ

I
[ &
>~

L

Concluimos que Z Ay=1 ]
ael
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito: una segunda
propiedad fundamental

Lema

Si {X:}teny €s una cadena de Markov irreducible, aperiédica y con un
conjunto finito de estados 2, entonces A\, > 0 para cada a € ()

[1IC3810 - Cadenas de Markov 33 /98



Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito: una segunda
propiedad fundamental

Lema

Si {X:}teny €s una cadena de Markov irreducible, aperiédica y con un
conjunto finito de estados 2, entonces A\, > 0 para cada a € ()

Ejercicio

Demuestre el lema.
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Existencia y unicidad de la distribucién estacionaria en el
caso finito

Sea {X;}ten una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
finito de estados {2 y matriz de transiciéon P

» Y sea 7 € [0,1]Y un vector tal que #[a] = A, para cada a€ Q
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Existencia y unicidad de la distribucién estacionaria en el
caso finito

Sea {X;}ten una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
finito de estados {2 y matriz de transiciéon P

» Y sea 7 € [0,1]Y un vector tal que #[a] = A, para cada a€ Q

Teorema

T es la unica distribucion estacionaria para {X;}ten
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Existencia y unicidad de la distribucién estacionaria en el
caso finito

Sea {X;}ten una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
finito de estados {2 y matriz de transiciéon P

» Y sea 7 € [0,1]Y un vector tal que #[a] = A, para cada a€ Q

Teorema

T es la unica distribucion estacionaria para {X;}ten

Demostracion: Primero tenemos que demostrar que P7 =17

» Vale decir, tenemos que demostrar que (P7)[a] = 7t[a] para
cada a€ )
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Dado a € Q2 y un estado arbitrario c € {2, tenemos que:

(PT)[a]l = >, Pla b]-7[b]

be2

= Z(Pr(X1=a|Xo=b)' lim Pr(X, =b|Xo=c)
be2 e

)
/
= lim Z(Pr(X1:a|Xo:b)-Pr(Xn=b|Xo=C)]

n— oo bGQ

= lim Y (Pr(X,,+1 =a|Xo=b)-Pr(X,=b|Xo = c))

=% beQ

= lim Pr(Xp11=a| Xo = ¢)

n— oo

= lim Pr(Xm=a| Xo=c)

m— oo

= A\, = 7|a]
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

En segundo lugar, tenemos que demostrar que para toda distribucién
estacionaria & para {X:}tey, Se tiene que a =7
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

En segundo lugar, tenemos que demostrar que para toda distribucién
estacionaria & para {X:}tey, Se tiene que a =7

Suponga que Pa = @. Dado a € €2 tenemos que:

ala]

[IC3810 — Cadenas de Markov

(Pa)[a]
Z 'D[av b] ) &[b]

bz;zP[a, b]- (P&)[b]
bz;zP[a, b]- ( zg; P[b, c] -&[c])
bzf:z z;z Pla,b]- P[b,c]-éa[c]

2;2 ( bzsz Pla, b]- P[b, c]) -afc]
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

[IC3810 — Cadenas de Markov

> P°[a,c]-a[c]

ce

> P’[a,c]- (Pa)[c]

ce?

ZQ P*[a,c]- (;2 Plc,d]- &[d])
> > P[a,c]-Plc,d]-a[d]

ceQ deQ

(5Pl el e

deQ) \ ceQ

> P’[a,d]-ald]

deQ
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Siguiendo con este proceso, concluimos que para todo n > 1:

a[a] = 3 P"[a b]-a[b]

be2
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Siguiendo con este proceso, concluimos que para todo n > 1:

a[a] = 3 P"[a b]-a[b]

be2

Por lo tanto:

ila] = S Pr(X,=a|Xo=b)-a[b]
be(2
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Tomando el limite cuando n tiende a infinito obtenemos:

ala]

Concluimos que a = 7,

[IC3810 — Cadenas de Markov

lim

n— oo

-l

be

(ZPr(Xn =a|Xo= b)-&[b]\

beQ) )

lim Pr(X,=a| Xo = b)) - b]

= YA, -a[b]

be2

puesto que af[a] = 7t[a] para todo a€

39 / 98



Un ejemplo importante: PageRank

La estructura de links en una pequena Web:
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Un ejemplo importante: PageRank

La estructura de links vista como una caminata aleatoria:

1 1
4 1 2

N

&
®
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Un ejemplo importante: PageRank

Podemos representar la caminata aleatoria como una matriz P

> P[i,j] es la probabilidad de ir de la pagina j a la pagina i
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Un ejemplo importante: PageRank

Podemos representar la caminata aleatoria como una matriz P

> P[i,j] es la probabilidad de ir de la pagina j a la pagina i

La matriz P de nuestro ejemplo:

(

o
—

)
[l
O PR DR D= P
O O N O O NI
O O =B O O O
_ O O O O O
o O O o

O O O O NNEFENIE

f
o
-

~—
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Un ejemplo importante: PageRank

Esperamos que la caminata aleatoria no se detenga, lo cual no sucede en
nuestra pequena Web porque la pagina 6 no tiene links de salida:

N

1
4

1
4

N|—
|—l
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Un ejemplo importante: PageRank

Para solucionar el problema, suponemos que la pagina 6 no tiene
preferencias al navegar y la conectamos con todas las paginas:
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Un ejemplo importante: PageRank

Obtenemos entonces el siguiente grafo para la caminata aleatoria:

D=
N

1
4

=
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Un ejemplo importante: PageRank

Asi, consideramos la siguiente matriz en nuestro ejemplo:

i3 3003
%%ooo%
SRS
4 2 6
00 0 00 z
\0 0 0 0 1 2%
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a i
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a i

» i Qué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a i

» i Qué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?

En el ejemplo tenemos que:

6
Xi = Z’D[I?J]XJ
j=1
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a i

» i Qué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?

En el ejemplo tenemos que:

6
Xi = Z’D[I?J]XJ
j=1

Asi, si X es un vector tal que X[i] = x; para cada i€ {1,...,6}, entonces:

Px = X
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PageRank como una cadena de Markov

El proceso anterior se puede generalizar para la Web real.

> Suponemos que la Web tiene N paginas

» Cada pagina i € N que no tiene links de salida es conectada con
cada pagina je N

> P es una matriz de N x N construida a partir de la estructura de
links generada, como fue mostrado en las transparencias anteriores

Ademds, definimos 7 como un vector tal que 7[/] es la probabilidad de
que el caminante aleatorio llegue a la pagina i, para cada i€ {1,...,N}
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicién de una cadena de
Markov {X;}:n con conjunto de estados 2 ={1,..., N}
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicién de una cadena de
Markov {X;}:n con conjunto de estados 2 ={1,..., N}

» El vector 7 es entonces una distribucidn estacionaria de {X; }ten
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicién de una cadena de
Markov {X;}:n con conjunto de estados 2 ={1,..., N}

» El vector 7 es entonces una distribucidn estacionaria de {X; }ten

; Como podemos asegurar que 7 existe y es tnico? jCédmo podemos
calcular 77
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicién de una cadena de
Markov {X;}:n con conjunto de estados 2 ={1,..., N}

» El vector 7 es entonces una distribucidn estacionaria de {X; }ten

; Como podemos asegurar que 7 existe y es tnico? jCédmo podemos
calcular 77

ilrreducibilidad y aperiodicidad son las propiedades que necesitamos!

» Dado que el conjunto de estados de la cadena de Markov es finito
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por respondetr:

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible?

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por respondetr:

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por respondetr:

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica? No
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por respondetr:

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» jPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica? No

i Como solucionamos estos problemas?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la
estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la

estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «

Sea U una matriz de N x N tal que U[/,j] = 5, y sea a€ (0,1)
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la
estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «

Sea U una matriz de N x N tal que U[/,j] = 5, y sea a€ (0,1)

Definimos una matriz W, de N x N como:

W, = a-P+(1-a)-U
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Con probabilidad « el caminante utiliza los links para moverse, y con
probabilidad (1 — «) se mueve a cualquier pagina (sin considerar la
estructura de la Web).

» Cuanto mds grande es «, mas consideramos la estructura de la Web
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Con probabilidad « el caminante utiliza los links para moverse, y con
probabilidad (1 — «) se mueve a cualquier pagina (sin considerar la
estructura de la Web).

» Cuanto mds grande es «, mas consideramos la estructura de la Web

Tenemos que W, define una cadena de Markov irreducible y aperiddica.

» iPor qué?
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La definicion de PageRank

Consideramos un valor fijo de «

» En el articulo original sobre PageRank se consideraba a = 0.85
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La definicion de PageRank

Consideramos un valor fijo de «

» En el articulo original sobre PageRank se consideraba a = 0.85

Definimos entonces m como la distribucidn estacionaria de la cadena de
Markov {X;}:n cuya matriz de transicion es W,

» Esta distribucion existe y es Unica porque la cadena de Markov es
irreducible, aperiddica y tiene un conjunto finito de estados

> Ademas se tiene que 7[i] > 0 para cada i € {1,..., N}, por lo que
ninguna pagina Web es considera absolutamente irrelevante ©

[IC3810 — Cadenas de Markov
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El calculo de PageRank

Para cada pagina /, calculamos 7[i] considerado la igualdad:

wli] = lim Pr(X,=i|Xo=1)

n— oo
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El calculo de PageRank

Para cada pagina /, calculamos 7[i] considerado la igualdad:

wli] = lim Pr(X,=i|Xo=1)

n— oo

Vale decir, la caminata comienza en la pagina 1 (una pagina arbitraria), y
el valor 7t[i] se calcula utilizando un valor de n suficientemente grande.
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El calculo de PageRank

Para cada pagina /, calculamos 7[i] considerado la igualdad:

wli] = lim Pr(X,=i|Xo=1)

n— oo

Vale decir, la caminata comienza en la pagina 1 (una pagina arbitraria), y
el valor 7t[i] se calcula utilizando un valor de n suficientemente grande.

» Obtenemos una aproximacién del valor de 7[/]
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El calculo de PageRank

Las ideas anteriores se traducen en la practica en el siguiente algoritmo
AproxPageRank para aproximar 7

En AproxPageRank utilizamos un pardmetro € € (0,1) que indica cudndo debe
detenerse el algoritmo.

» Si la distancia entre los ultimos vectores generados es menor que ¢ el
algoritmo se detiene

En AproxPageRank la similitud entre dos vectores a3y b es medida a través de
la distancia Manhattan:

(@l

|a- bl = ;|5[i]— 7]
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El algoritmo AproxPageRank

AproxPageRank(¢)
Sea 7o tal que To[1l] =1y 7o[i] =0 paracada ie{2,...,N}
Sea 77'1 = Waﬁ'o
if |70 — 71 |1 < € then return 7
else
for n:=2 to o do
7_")'n = Waﬁ-n—l
if |7h—1 —7h|1 < € then return 7,
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L a demostracion de la existencia del limite

Sea {X:}ten una cadena de Markov irreducible y aperiédica con un conjunto
finito de estados 2

En las transparencias anteriores utilizamos la siguiente propiedad para
cada a€ Q:

1. lim Pr(X, =a| Xo = b) existe para cada b € )

n—oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a|Xo=c) para cada b,ceQ

n— oo
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L a demostracion de la existencia del limite

1C3810

Sea {X:}ten una cadena de Markov irreducible y aperiédica con un conjunto
finito de estados 2

En las transparencias anteriores utilizamos la siguiente propiedad para
cada a€ Q:

1. lim Pr(X, =a| Xo = b) existe para cada b € )

n—oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a|Xo=c) para cada b,ceQ

n— oo

En las siguientes transparencias vamos a demostrar esta propiedad.
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| a existencia del limite: una nocidn fundamental

Definicion

Dada una matriz A de ¢ x ¥ de numeros reales.

1. A es no negativa si para todo a,be {1,...¢}, se tiene
que Ala, b] >0
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| a existencia del limite: una nocidn fundamental

Definicion

Dada una matriz A de ¢ x ¥ de numeros reales.

1. A es no negativa si para todo a,be {1,...¢}, se tiene
que Ala, b] >0

2. A es cuasipositiva si A es no negativa y existe un numero
natural n > 1, tal que para todo a,be {1,..., ¢}, se tiene
que A"[a,b] >0
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Irreducibilidad, aperiodicidad y cuasipositividad

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible y aperiédica con conjunto
finito de estados 2 y matriz de transicién P

Proposicion

P es una matriz cuasipositiva
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Irreducibilidad, aperiodicidad y cuasipositividad

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible y aperiédica con conjunto
finito de estados {2 y matriz de transiciéon P

Proposicion

P es una matriz cuasipositiva

Demostracion: Dado a € €2, defina J(a)={n>1]| P"[a,a] >0}
» Por aperiodicidad, se tiene que MCD(J(a)) =1
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La demostracion de la proposicion

Nétese que P"[a,a] > P"[a,a]- P™|a, a]

» Por lo tanto, tenemos la siguiente propiedad de clausura: si
n,me J(a), entonces n+ me J(a)
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La demostracion de la proposicion

Nétese que P"[a,a] > P"[a,a]- P™|a, a]

» Por lo tanto, tenemos la siguiente propiedad de clausura: si
n,me J(a), entonces n+ me J(a)

Lema

Para todo a € (2, existe una par de nimeros consecutivos en J(a)
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La demostracion de la proposicion

1C3810

Nétese que P"[a,a] > P"[a,a]- P™|a, a]

» Por lo tanto, tenemos la siguiente propiedad de clausura: si
n,me J(a), entonces n+ me J(a)

Lema

Para todo a € (2, existe una par de nimeros consecutivos en J(a)

Demostracion: suponga que existe a € € tal que J(a) no contiene algun
par de nimeros consecutivos

> Hay una distancia minima k > 2 entre los elementos de J(a)
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La demostracion de la proposicion

Tenemos entonces que existe ng € J(a) tal que ng + k € J(a)
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La demostracion de la proposicion

Tenemos entonces que existe ng € J(a) tal que ng + k € J(a)

Ademds, existe n; € J(a) tal que ny =m-k+d,con meNy1l<d<k-1

» De otra forma, se tendria que k|n para cada ne J(a), lo cual
implicaria que MCD(J(a)) > k> 1
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La demostracion de la proposicion

Tenemos entonces que existe ng € J(a) tal que ng + k € J(a)

Ademds, existe n; € J(a) tal que ny =m-k+d,con meNy1l<d<k-1

» De otra forma, se tendria que k|n para cada ne J(a), lo cual
implicaria que MCD(J(a)) > k> 1

Por lo tanto, por la propiedad de clausura: (m+1)-(ng+ k) e J(a)y
n1+(m+1).noeJ(a)
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La demostracion de la proposicion

La distancia entre (m+1)-(ng+ k) y ni+(m+1)-ng es:

(m+1)-(ng+k)—(ni+(m+1)-ng) = (m+1)-k-—n
= k-(n-m-k)
= k-d
< Kk
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La demostracion de la proposicion

La distancia entre (m+1)-(ng+ k) y ni+(m+1)-ng es:

(m+1)-(ng+k)—(ni+(m+1)-ng) = (m+1)-k-—n
= k-(n-m-k)
= k-d
< Kk

Encontramos entonces dos nimeros en J(a) cuya distancia es menor
que k, lo cual contradice el supuesto inicial.

» Concluimos que existe un par de nimeros consecutivos en J(a)
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La demostracion de la proposicion

Lema
Dado k e N con k > 1, existe ng € N tal que np >1 y:

{neN|n>n} < {ni-k+ny-(k+1)|n,nmeNyn >1}
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La demostracion de la proposicion

Lema
Dado k e N con k > 1, existe ng € N tal que np >1 y:

{neN|n>n} < {ni-k+ny-(k+1)|n,nmeNyn >1}

Demostraciéon: Dado n > k?, existen me Ny d €{0,..., k—1} tales que

n-k> = m-k+d
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La demostracion de la proposicion

Podemos entonces expresar n como:

n = k®+m-k+d

= (k—-d+m)-k+d-(k+1)

Dado que k — d >0, concluimos que para ny = k? se tiene que ny > 1 y:

{neN|n>ny} < {ni-k+ny-(k+1)|n,neNyn >1}
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La demostracion de la proposicion

Fije c € Q

Por el primer lema, existe k € J(c) tal que k+1 también es un elemento
de J(c)

> Por la definicién de J(c) sabemos que k > 1

Por lo tanto, por el segundo lema existe n. > 1 tal que:

{neN|n>n} < {ni-k+n-(k+1)|n,meNyn >1}
c J(o)

Nétese que la dltima inclusidén es consecuencia de que n+ m e J(c¢)
sin,me J(c)
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La demostracion de la proposicion

Sean a,b €2

> Como la cadena de Markov considerada es irreducible, existen ry c,scp > 1
tales que P™<[a,c] >0y P**[c,b] >0
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La demostracion de la proposicion

Sean a,b €2

> Como la cadena de Markov considerada es irreducible, existen ry c,scp > 1
tales que P™<[a,c] >0y P**[c,b] >0

Sea Na,b = ra,c + Nc+ Scb

[1IC3810 - Cadenas de Markov 66 / 98



La demostracion de la proposicion

Sean a,b €2

> Como la cadena de Markov considerada es irreducible, existen ry c,scp > 1

tales que P™<[a,c] >0y P**[c,b] >0

Sea Na,b = ra,c + Nc+ Scb

Dado n>n,p con £ =n—n,p, tenemos que:

P"[a, b]

>

P"5*[a, b]
Pra’C+nC+e+sc’b[a b]
P*<[a,c]- P [c,c]- P**[c,b] > O

Nétese que P™**[c,c] >0 dado que {neN|n>n.}c J(c)
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La demostraciéon de la proposicion

Para todo a, b € Q y para todo n> n, p, tenemos que P"[a, b] >0
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La demostraciéon de la proposicion

Para todo a, b € Q y para todo n> n, p, tenemos que P"[a, b] >0

Sea n* = mdx n, p
a,beQ 7’
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La demostraciéon de la proposicion

Para todo a, b € Q y para todo n> n, p, tenemos que P"[a, b] >0

Sea n* = mdx n, p
a,be)

Tenemos que P" [a, b] > 0 para todo a, b e Q

> Concluimos que P es cuasipositiva (dado que P es no negativa) [
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Existencia del limite: cuasipositividad

Sea {X;}teny una cadena de Markov con conjunto finito de estados 2 y matriz
de transicién P, donde P es cuasipositiva.

Teorema

Si a €, se tiene que:

1. lim Pr(X,=a| Xo = b) existe para cada b2

n— oo

n—oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a| Xo=c) para cada b,c € Q
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Existencia del limite: cuasipositividad

Sea {X;}teny una cadena de Markov con conjunto finito de estados 2 y matriz
de transicién P, donde P es cuasipositiva.

Teorema

Si a €, se tiene que:

1. lim Pr(X,=a| Xo = b) existe para cada b2

n— oo

2. lim Pr(X,=a|Xo=b)=Ilim Pr(X,=a| Xo=c) para cada b,c € Q

n—oo

Obtenemos entonces como corolario el teorema que queriamos demostrar, dada
la proposicién anterior.
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| a demostracion de la existencia del limite

Fije a € Q2

Dado n e N, definimos:

mgn) = min P"[a, b]
be

M = max P"[a, b]
bef2
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L a demostracion de la existencia del limite

Tenemos que mg " < m§"+1), puesto que:

m{mD - min P™'[a, b]
be2

= TGQ(;ZP [a,c]- P[c, b]

Vv

pip 5 i P12- )Pl

= ml’n(mlnP )ZPcb
beQ \deQ e

= min (ml'n P"|a, d])
beQ \ deQ

= minP"[a,d] = m”
deQ2
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L a demostracion de la existencia del limite

Tenemos que m( " < m§"+1), puesto que:

m{mD - min P™'[a, b]
be2

= TGQ(;ZP [a,c]- P[c, b]

pip 5 i P12- )Pl

= ml’n(mlnP )ZPcb
beQ \deQ e

= min (ml'n P"|a, d])
beQ \ deQ

Vv

= minP"[a,d] = m”
deQ2

De la misma forma se puede demostrar que M > pM{™
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L a demostracion de la existencia del limite

Lema

Existen ri, s, € R tales que:

g

lim m =
n— oo

. (n)

lim M, = s,
n— oo
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L a demostracion de la existencia del limite

Lema

Existen ri, s, € R tales que:

g

lim m =
n— oo

. (n)

lim M, = s,
n— oo

Ejercicio
Demuestre el lema considerando que (m$™ )nen es una sucesién de ndmeros
reales monotona creciente y acotada superiormente.

» i Qué propiedades debe usar el caso de la sucesion (M;”)),,eN?
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L a demostracion de la existencia del limite

Para demostrar el teorema basta entonces demostrar que:

im (M{M —m{M) = 0

n— oo

De hecho, si esto se cumple, para cada b € {2 se tiene que:

im Pr(X,=a|Xo=b) = r,

n— oo

Dado que Pr(X, =a|Xo = b) = P"[a,b], m{"” < P"[a, b] < M;"
Y I3 =5,
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L a demostracion de la existencia del limite

Sea /= ||, y sea ng € N tal que ng >1y P™[b,c] >0 para cada b,c € {2

» Ademas, sea t = min P™[b, ]
b,cef
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L a demostracion de la existencia del limite

Sea /= ||, y sea ng € N tal que ng >1y P™[b,c] >0 para cada b,c € {2

» Ademas, sea t = min P™[b, ]
b,cef

Dados estados by, ¢y € €2, defina:

Q= {deQ|P™[d, by]>P™[d,col}
Qz = Q\Ql
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L a demostracion de la existencia del limite

Nétese que:

> P™[d,bo]+ ). P™[d,bo]

dGQl

[IC3810 — Cadenas de Markov
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L a demostracion de la existencia del limite

Nétese que:

Z P™[d, bo] + Z P™[d, by] = Z P™[d, bo]
de€; des def2

A partir de lo cual obtenemos:

S (P[d,bo] - P™[d,c]) = 1- 3 P™[d,bo]- 3 P™[d,c]
dte dEQQ CEQl
< 1- > t- >t
def2; def)y
= 1-/-t
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L a demostracion de la existencia del limite

Dado n > 0, tenemos que:

Pn0+n[a, bo] . Pn0+n[a, CO]

[IC3810 — Cadenas de Markov

IA

> P"a,d]-P™[d,b] - > P"[a,d]-P™[d, ]

2, P'la,d] (P™[d, bo] - P"[d, &])
2 P'la,d]- (P[d, bo] - P[d, 0] +

Y P"[a,d]-(P™[d,bo] - P™[d,co])

dGQQ

S M - (P™[d, bo] - P™[d, co]) +
def);

dZQ: m{" . (P™[d, bo] - P™[d, co])
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L a demostracion de la existencia del limite

Dado que:
Z Pno[d,bo]-l- Z Pno[d,bo] =1 = Z Pno[d,Co]+ Z Pno[d,Co]
dGQl dEQZ dGQl deﬂz

Tenemos que:

> (P™[d,bo] - P"[d,c]) =- > (P™[d,bo] - P"[d,c])

dGQQ dGQl
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L a demostracion de la existencia del limite

Dado que:
Z Pno[d,bo]-l- Z Pno[d,bo] =1 = Z Pno[d,Co]+ Z Pno[d,Co]
dGQl dEQZ dGQl deﬂz

Tenemos que:

> (P™[d,bo] - P"[d,c]) =- > (P™[d,bo] - P"[d,c])

dGQQ dGQl

Concluimos entonces que:

S M - (P™[d, bo] - P™[d,c0]) + > m{” - (P™[d, bo] - P™[d,c0]) =

de€; des
ST M- (P™[d, bo] - P*[d,c0]) = > m{ - (P™[d, bo] - P™[d,c0])
dGQl dte
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L a demostracion de la existencia del limite

Asi, dado que > (P™[d,by] - P™[d,co]) <1-£-t, obtenemos:

dEQ]_

Pn0+n[a, bo] . Pn0+n[a, C()]

[IC3810 — Cadenas de Markov

<

IA

ST M - (P™[d, bo] - P™[d, co]) +

dGQ]_

S m{" - (P™[d, by] - P™[d,co])
de2s

S MM - (P™[d, bo] - P™[d, c0]) -
de€;

S m{" - (P™[d, by] - P™[d,c])

dGQ]_

(M —m{™) S (P™[d, bo] - P™[d, c0])
de€)qy

(1-2-t)- (M —m{”)
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L a demostracion de la existencia del limite

En particular, escogemos by, ¢y tales que

M§n0+n) _ P”°+”[a, bO]

m§n0+n) _ Pn0+n[a7 CO]
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| a demostracion de la existencia del limite

En particular, escogemos by, ¢y tales que

M§n0+n) _ P”°+”[a, bO]

m§n0+n) _ Pno+n[37 CO]

De esta forma, obtenemos:

M) —mmorm) o (1) (M — m{™)

a a
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L a demostracion de la existencia del limite

Para cada k > 1, tenemos que:

M(k-n0+n) _ mgk-n0+n)

3 M§n0+(k—1)-n0+n) _ mgn0+(k_1),n0+n)

< (1 _/. t) . (M‘g(k—l)-nwn) B mg(k—l)-no+n))
= (1 /. t) : (Mgno+(k—2)~no+n) _ m§n0+(k—2)-no+n))
< (1-¢- t)2 . (M§<k_2)'”0+”) B mg(k—2)-n0+n))

< e

< (1-t) (MO - m?)

Notése que la desigualdad también es valida para k=0
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L a demostracion de la existencia del limite

Considerando n = 0, obtenemos la sub-sucesién (I\/I‘gk'"(’) — mikno)

sucesién (Mg") —m{"

)keN de la

)neN

Dado que 0< (1-£-t) <1 (ya que t,£>0), para esta sub-sucesién se tiene que:

0 < lim (MY — {0y < jim (1-£-£)"- (M —m{™) = 0

k— o0 k— oo

Vale decir,

lim (M7 = m{*™)) =0
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L a demostracion de la existencia del limite

Para todo n e N se tiene que:
R m‘gn) < m§n+1)

R Ma(n) > M§n+1)
) < M

Por lo tanto, para todo n e N se tiene que:
» M ™ s 0
R M§n+1) _ mgn+1) < Mgn) B m(n)

a
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L a demostracion de la existencia del limite

Dado que (Mg”) - mé(,"))nEN es una sucesién de nimeros reales mondtona
decreciente y acotada inferiormente, concluimos que existe u € R tal que:

lfm (Mg”)—mgn)) = u

n— oo
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L a demostracion de la existencia del limite

1C3810

Dado que (Mg”) - mé(,"))nEN es una sucesién de nimeros reales mondtona
decreciente y acotada inferiormente, concluimos que existe u € R tal que:

lfm (Mg”) —~ mgn)) = u
, o gCkeng) (ko) (M (0
Ademads, para la sub-sucesion (Ma 07— my™0 )keN de (Ma - m, )neN se
cumple que:
klfm(Mg"'”°>—m§k'”0>) - 0
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L a demostracion de la existencia del limite

1C3810

Dado que (Mg") - mé(,"'))nEN es una sucesién de nimeros reales mondtona
decreciente y acotada inferiormente, concluimos que existe u € R tal que:

lfm (Mg”) —~ mgn)) = u
, o gCkeng) (ko) (M (0
Ademads, para la sub-sucesion (Ma 07— my™0 )keN de (Ma - m, )neN se
cumple que:
klfm(Mgk'”°>—m§k'”0>) - 0

iConcluimos que u = 0!
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L a demostracion de la existencia del limite

Dado que (Mg") - mé(,"'))nEN es una sucesién de nimeros reales mondtona
decreciente y acotada inferiormente, concluimos que existe u € R tal que:

lfm (Mg”) —~ mgn)) = u
, o gCkeng) (ko) (M (0
Ademads, para la sub-sucesion (Ma 07— my™0 )keN de (Ma - m, )neN se
cumple que:
klfm(Mgk'”°>—m§k'”0>) - 0

iConcluimos que u = 0!

> ;Como se demuestra que las dos sucesiones tienen el mismo limite? ;jPor
qué es importante aqui que ng > 17 []
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