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Restringiendo las entradas de una funcién

11C3810

Una alternativa para mejorar el tiempo de célculo de una funcién es sélo
considerar entradas de cierto tipo.

Aunque esta idea puede funcionar bien, tiene como desventaja el hecho
de que no tenemos una metodologia general para restringir las entradas.

> Por ejemplo, no es cierto que una funcién f : ¥* — N siempre se
pueda calcular de manera eficiente si nos restringimos al conjunto
de entradas x € X* tal que f(x) <1

De hecho, vamos a ver un ejemplo fundamental donde una restriccién

severa no logra generar una funcién que se pueda calcular eficientemente.
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Restringiendo las entradas de ##CNF-SAT

Considere el siguiente problema: dada una férmula proposicional ¢ en
CNF tal que #CNF-SAT(¢) < 1, determine si ¢ es satisfacible.

Este es el problema usual de satisfacibilidad pero con una promesa sobre
la entrada

» La promesa es que la entrada consiste de una férmula proposicional
que puede ser hecha verdad por a lo mas una valuacién

Denotamos a este problema como U-CNF-SAT
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Restringiendo las entradas de ##CNF-SAT

U-CNF-SAT también puede verse como un problema de conteo.

» Dada una férmula proposicional ¢ en CNF tal que #CNF-SAT(¢) <1,
la funcién #U-CNF-SAT () retorna el nimero de valuaciones que
satisfacen ¢

#U-CNF-SAT es una restricciéon de #CNF-SAT:

#U-CNF-SAT = #CNF-SAT|(, | #cNF-sAT(0)<1}

Obviamente U-CNF-SAT y #U-CNF-SAT tienen la misma complejidad.

> Para estudiar entonces la complejidad de #U-CNF-SAT vamos a consider
U-CNF-SAT
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Una pregunta fundamental

iEs U-CNF-SAT un problema tan dificil como CNF-SAT?

i Cémo podriamos demostrar que U-CNF-SAT es tan dificil
como CNF-SAT?

» ;Podemos demostrar que CNF-SAT € PTIMEY-CNF-SATS

Es un problema abierto si CNF-SAT € PTIMEY-CNF-SAT

» Pero si podemos demostrar que U-CNF-SAT es tan dificil como
CNF-SAT si consideramos algoritmos aleatorizados
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Maquinas de Turing probabilisticas con ordculo

Una Maquina de Turing probabilistica puede tener un oraculo al igual que
en el caso de las Maquinas de Turing usuales (deterministas o
no deterministas)

Ejercicios
Dado un problema de decisién A:

1. Defina la nocién de Maquina de Turing probabilistica MA con
oriculo para A

2. Defina las clases de complejidad RPA y BPPA
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U-CNF-SAT es tan dificil como CNF-SAT

Defina el siguiente lenguaje de decisién:

CNF-SAT=' = {¢| ¢ es una férmula en CNF tal que #CNF-SAT(¢) < 1}

Ejercicio

Demuestre que CNF-SAT=! es co-NP-completo.

Sabemos entonces que la promesa sobre las entradas de U-CNF-SAT es dificil
de verificar.

»> Al demostrar que U-CNF-SAT es tan dificil como CNF-SAT no queremos
sacar provecho de esta dificultad
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U-CNF-SAT es tan dificil como CNF-SAT

Vamos a eliminar la promesa hecha sobre las entradas de U-CNF-SAT

» ;Cémo debe funcionar un algoritmo para U-CNF-SAT sobre las
férmulas proposicionales ¢ en CNF tales que #CNF-SAT(¢) > 27

Vamos a dejar abierto qué hacer con una entrada ¢ para U-CNF-SAT tal
que #CNF-SAT(¢) > 2

» Consideramos todas las posibilidades
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U-CNF-SAT es tan dificil como CNF-SAT: el teorema

Sea H C {® | ¢ es una férmula en CNF tal que #CNF-SAT () > 2} y

U-CNF-SATy = U-CNF-SATUH

Teorema (Valiant & Vazirani)

CNF-SAT € RPY-CNF-SATH
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La pieza clave del resultado

Decimos que una férmula proposicional es anulable si la valuacién que asigna a
cada variable proposicional el valor 0 la satisface.

Lema (Valiant & Vazirani)

Existe un algoritmo aleatorizado de tiempo polinomial que, dada una férmula
proposicional ¢ en CNF con n > 2 variables y que no es anulable, genera una
secuencia de férmulas o, o1, ..., ©n, ©nt1, Pnt2 en CNF tales que:

1. Si ¢ es consistente, entonces

n+2 1
Pr( \/ #CNF-SAT(p;) = 1) 2 2

i=0

2. Si ¢ es inconsistente, entonces cada férmula ;i (0 < i< n+2) es
inconsistente.
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U-CNF-SAT 4 es tan dificil como CNF-SAT: demostracion

Suponemos que A es el algoritmo mencionado en el lema.

Definimos entonces el siguiente algoritmo para CNF-SAT:

Alg-CNF-SAT(p)
if © es anulable then return si
else
n := ndmero de variables en ¢
if n =1 then return VerificarExhaustivo(y)
else
for i :=1to 11 do
Utilice A para generar las férmulas o, ..., @2 a partir de ¢
for j:=0ton+2do
if ¢; € U-CNF-SAT4 then return si
return no

En este algoritmo VerificarExhaustivo(y) verifica utilizando tablas de verdad si
(p es consistente.
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U-CNF-SAT 4 es tan dificil como CNF-SAT: demostracion

Dado que A funciona en tiempo polinomial, el algoritmo Alg-CNF-SAT
funciona en tiempo polinomial.

» Tenemos que calcular la probabilidad de error de Alg-CNF-SAT

Suponemos primero que @ es inconsistente.

Por el lema sabemos que las férmulas o, ..., @nt2 generadas en cada iteracién
son todas inconsistentes

» Por lo tanto ¢; € U-CNF-SAT 4

Concluimos que Pr(Alg-CNF-SAT(¢) retorne si) = 0
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U-CNF-SAT 4 es tan dificil como CNF-SAT: demostracion

Suponemos ahora que @ es consistente.

Para que Alg-CNF-SAT () retorne no, en cada iteracién de debe cumplir la
siguiente condicién:

n+2

/\ #CNF-SAT(g;) # 1

i=0

Por el lema tenemos que:

oo~

n+2
Pr( /\ #CNF-SAT () # 1) <

i=0

Concluimos que:

11
1
Pr(Alg-CNF-SAT ;) retorne no) < (Z) <1
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U-CNF-SAT 4 es tan dificil como CNF-SAT: demostracion

Tenemos entonces que:
> Si ¢ es consistente: Pr(Alg-CNF-SAT () retorne si) > 3
> Si ¢ es inconsistente: Pr(Alg-CNF-SAT () retorne si) =0

Concluimos que CNF-SAT e RPY-CNF-SATH
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La demostracidon del lema

Sea ¢ una férmula proposicional en CNF con n > 2 variables y que no

es anulable.

» Suponemos que las variables de ¢ son xq, ..., X,
Cada valuacién o : {x1,...,x,} — {0,1} puede ser considerada como un
vector & = (0(x1),...,0(xn))

Los vectores & forman el conjunto {0,1}"

> {0,1}" representa el producto cartesiano {0,1} x {0,1} x --- x {0,1}

n veces
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La demostracidon del lema

{0,1}" naturalmente forma un espacio vectorial sobre el cuerpo ({0,1},®, A)

> Recuerde que @ es el o exclusivo

En particular, las siguientes son las operaciones en el espacio vectorial:

(al,...,an)—i—(bl,...,b,,) = (aleBbl,‘..,an@bn)
a-(at,...,an) = (aAai,...,aNa,) conacd{01}

Usamos la notacién (-, -) para el producto interno en el espacio vectorial:

(a1, 30), (b1, .. b)) = (@ Ab)@-- & (anA by)

Y denotamos como 0 el vector nulo.
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Algunas propiedades utiles del espacio vectorial

Lema
Si 3+ 0, entonces |{b € {0,1}" | (b,3d) = 0}| = 2!

Ejercicios
1. Demuestre por induccién que para cada £ > 1:

|{& € {0,1}" | € tiene un niimero par de posiciones con valor 1}| = 27!

2. Demuestre el lema a partir de la propiedad anterior.

Corolario 1
Si 3+ 0, entonces Pr5(<5, 3H=0)=1
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Algunas propiedades utiles del espacio vectorial

Lema

Sid+#b,a#0, b#0 yn> 2, entonces para cada vi,v» € {0,1}:
Hel(€d =wA (@b =wn} = 277

Ejercicio

Demuestre el lema por induccién en n

» También puede tratar de demostrarlo utilizando el lema anterior

Corolario 2

Sig# b, 740, E#Gynzz entonces:
Pr((€,3) =0A (€ b)=0) = Prs((c,3) =0)-Prs((c,b) =0)
Pre((€,3) =0 (¢,b) =0) = Pr((¢,3) =0)
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La demostracidon del lema: continuacion

Dado v € {0,1}" tal que V = (v1,...,V,), defina:

Ny = @Xi
1

i:vi=

Notese que 17 = L, donde L es una contradiccién arbitraria.

Por ejemplo, si para un vector vV tenemos que vi = vo, = v =1y v; =0
para toda otra posicién i, entonces Ny = x1 B x2 D Xs

Dada una valuacién o, tenemos que:

o(ny) =0 siysdlosi (7,V)=0
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Las férmulas generadas por el algoritmo aleatorizado

El algoritmo aleatorizado escoge con distribucién uniforme y de manera

independiente n + 2 vectores Vi, ..., Vyy2 en {0,1}", y define:
Yo = ¢ .
Yipr = i A g, 1<i<n+1

Las férmulas definidas no estan en CNF
» Vamos a demostrar que satisfacen las propiedades del lema

» Vamos a mostrar cémo a partir de ellas se pueden generar las férmulas
©o, ..., pnt2 en CNF mencionadas en el lema
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Dos propiedades de vy, ..., Y10

Un primera observacién importante es que si ¢ es inconsistente, entonces
cada 1; es inconsistente.

Suponga entonces que  es consistente.

» Existe k € {0,..., n} tal que 2% < #CNF-SAT(p) < 2k*1

Vamos a demostrar que Pry, ¢ (#CNF-SAT(¢yi0) = 1) >

ool =

| -

n+2
> Se concluye que Pry, 5, < \/ #CNF-SAT(¢;) = 1> >
i=0
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT(¢y12) = 1)

Sea I el conjunto de valuaciones que satisfacen ¢

» Sabemos que [ # ()

Tenemos que:

Pr‘-,‘l’m,yn“(#CNF—SAT(I/}k+2) = 1) =

Pl"yl’.___’ym_z( \/ o es la unica valuacién que satisface ¢k+2)
oel
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT(¢y12) = 1)

Entonces dado o € I, primero vamos a acotar inferiormente:

Pry, ..v,.,(0 es la dnica valuacién que satisface 1, 2)
Tenemos que esta probabilidad es igual a:

Prvl,...,vwzqk/\ﬁa(ﬂ??m):l} A{ A k\/+2 () _OD

=1 o'elf~{c} j=1
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT(¢y12) = 1)

Lo cual es igual a:

k+2
L ( /\ o(-mz) = 1) :

i=1
k+2

Pry ... \7n+2< /\ \/ U/(—wwj) =0

o’er~{o} j=1

k+2

A o) =1)

i=1

Utilizamos la siguiente notacién:

k+2

fo Pry. . v ( /\ o(-nz) = 1)

i=1

k+2

Ro— Pra.. ( A\ o' (wng) =0

o'el~{o} j=1
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Acotando inferiormente p!

Tenemos que:

k+2

P = Pro. .., ( /\ o(-mg) = 1)
i=1
k+2
= Pro.. g ( /\ o(-mg) = 1)
i=1
k+2
= [IPra(o(-ns)=1)
i=1
k+2
= HPrVV.(Cf(TM) :0)
i=1
k+2

= [IPr((.) =0)
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Acotando inferiormente p!

Dado que ¢ no es anulable tenemos que & # 0

Entonces por Corolario 1 deducimos que Pry((Vi,&) = 0) = 3

Concluimos que:
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Acotando inferiormente p2

Tenemos que:

k+2
P( A Vo) =0

o’elN{c} j=1

A () = 1) -

i=1

k+2 k+2
1- Pl’vl,“.,v,,ﬂ( \/ /\ a'(-ny) =1 /\ o(-mg) = 1)
o’el{o} j=1 i=1

Ademas, sabemos que:

k+2
PI’(/1 ..... Vni2 ( \/ /\ o’l(ﬁ'r]\z,) =1

o’elN{c} j=1

k+2 k+2
’
> P Ao Cng) =1 | Aot =1) =
o’er~{o} Jj=1 i=1
k+2 k+2
’
> Praa (Ao =o| Aot <o)
o’er~{c} Jj=1 i=1
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Acotando inferiormente p2

Dado ¢’ € T \ {o}, tenemos que:

k+2 k+2
Pr‘yl,m,sz(/\U/(nyj):O /\O’(’I’]V/):O) =
j=1 i=1

Pra,. s ([7\20/(7]@-) _ o} A [k./\ﬁa(m,) _ o])

Jj=1

k+2
Pry,.., Vkt2 ( /\ U('r];’.) = O)

i=1

k+2
Pra .. s ( /\ o' (ng) =0 A o(ng) = 0)

i=1

k+2
Pry,... Vit2 ( /\ ‘7(77\7;) = 0)

i=1
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Acotando inferiormente p2

k+2

HPrV %) =0A0o(nz) =0)
K2 =
[ Pra(o(ns) =0)
i—1

k42

[1Pra(c'(na) = 0 | o) = 0) =

k+2

[IPra((v.6") =01 (vi,5) = 0)

k+2 k+2
Concluimos que Pr‘711~~a‘7/<+2 ( /\ ‘7/(77\7j) =0 /\ 0(7791_) = O) es igual a:
j=1 i=1

k+2

[1Pra((w,) =01 (v,5) = 0)
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Acotando inferiormente p2

Dado que ¢ no es anulable tenemos que & # 0 y & # ]

Asi, dado que &’ # &y n > 2, deducimos por Corolario 2 que:

Pr((vi,5') =0 (#,6) =0) = Prg((,6") =0)

=/

Ademis, por Corolario 1 sabemos que Pry ((Vi,5') =0) = 5

Concluimos que:
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Acotando inferiormente p2

Tenemos entonces que:

k+2

k+2
Prvl,m,v,,ﬁ( \/ /\ U/(ﬁnvj) =1 /\ o(-ny) = 1) <
o’el~{o} j=1 i=1
k+2 k+2
Z Pry .. \7,(+2</\U'(77\7j):0 /\U(Wﬂ)=0> _
o’er~{o} j=1 i—1
1 J—
> oz =
o’er~{o}
1
(=1 5z <
1 1
k1 -
27w T
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Acotando inferiormente p2

Finalmente concluimos que:

k+2
P( A\ o'(ms) =0

o’er~{c} j=1

N () = 1) -

i=1

k+2

1—Pry, . vn+2< \/ /\U/(W?Vj):l

o’elM{c} j=1
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Acotando inferiormente
Prgh_.,‘ynﬂ(a es la dnica valuacidn que satisface 14 7)

Sabemos que:

Pry....,(0 es la dnica valuacién que satisface 1k+2) = ps - p2

Dado que pl = 5&> y p2 > 3, concluimos que:

Pr o es la dnica valuacién que satisface ¢x2) >

\71-,~-»7Vn+2(
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La conclusidn

De los resultados en las transparencias anteriores tenemos que:

Pro, g (HCNF-SAT(1h10) = 1) =

Pri,. .7 ( \/ o es la Unica valuacién que satisface ¢k+2) =

oel

Z Pry ..o (a es la Unica valuacién que satisface 1/1k+2> >
oel

1 j—
Z 2k+3 T
oel

1
M 5o 2
ok . 1 _1

2k+3 T g
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Pero alin no estamos listos . ..

Nos falta indicar cémo generar o, ..., @n2 en CNF.

> Esta secuencia es construida de la misma forma que vy, ..., ¥pio,
pero reemplazando las férmulas (—ny) por férmulas en CNF

Suponga que V = (v1,...,V,) es un vector en {0,1}"

No reemplazamos (—m;y) por una férmula Iégicamente equivalente en
CNF, puesto que construir tal férmula toma tiempo exponencial.

> La reemplazamos por una férmula relacionada (en un sentido que
sera definido), y que utiliza nuevas variables proposicionales

% %
}/1, R }/n

1IC3810 - La complejidad de una funcién acotada

35 / 44



Reemplazando (—7;) por una férmula en CNF

Defina la férmula & como:

5‘7 - nyxl vi=1
B wWelo ov=0

donde L es una contradiccidn arbitraria.

Ademds, para cada i € {2,...,n} defina:

Vo yreliiox) vi=1
vyl <yl vi=20
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Reemplazando (—7;) por una férmula en CNF

Finalmente, defina £; como:

& = (/\E?) A=y
i=1

La férmula & no es légicamente equivalente a (—7y), de hecho no
utilizan las mismas variables.

» ;i Cudl es la relacién entre estas férmulas?
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La relacién entre (—n;) y &7

Sea X ={x1,....,xat e Y ={y,...,y]}

Dos valuaciones o : X — {0,1} y A YY" — {0,1} son V-consistentes si
(cUX)(&)=1paracadaie{l,...,n}

» Donde (cUM)(x) = o(x) y (cUN)(yf) = A(yf) para cada j € {1,...,n}

Lema

Para cada valuacion o : X — {0, 1}, existe una tnica valuacion
A:YY —{0,1} tal que o y A son V-consistentes.

Ejercicio

Demuestre el lema.
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La relacién entre (—n;) y &7

Lema

Si dos valuaciones o : X — {0,1} y A\ : YV — {0,1} son V-consistentes,
entonces o(—my) = (0 U A)(&)

Ejercicio

Demuestre el lema.

Las relaciones entre (—7y) y & mostradas en los lemas son las que necesitamos
para terminar la demostracién.
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Definiendo g, ..., ©ni2

El algoritmo aleatorizado escoge con distribucién uniforme y de manera

independiente n + 2 vectores i, ..., Vo2 en {0,1}", y define:
Yo = @
piri = @ilN&ny, 1<i<n+1
Las férmulas oo, ..., @nt2 si estdn en CNF, puesto que podemos definir:

&7 {(ﬂyfvxu VOV -x) w=1
1 —

- vi=0
y para cada i € {2,...,n} podemos definir:

(Y Vy V) AV Y V) A
& = VY VX)) Ayl vV oyl Voox) v =1
(=y? VyiZ) AV i) vi=0
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT (pki2) = 1)

Sea A el conjunto de valuaciones A : (X U Y% U---U Y%+2) - {0,1} tal que:

Para cada i € {1,..., k + 2}, se tiene que A[x y M|, son Vi-consistentes

Tenemos que:

PI’VI"H,VHZ(#CNF-SAT((pk+2) = 1) =

Pry . (#CNF-SAT (pr12) = 1) =

V42

Prgly,”,VHz( \/ A es la Unica valuacién que satisface <pk+2> =
AEA

E Pro. . v ()\ es la tnica valuacién que satisface npk+2)
e
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT (pki2) = 1)

Y tenemos que:

.....

Vier2 (/\ es la (nica valuacién que satisface <,0H2> =
k+2 k42
Pro,. ., ‘7k+2(|:/\)\(£‘7i):1:| A [ /\ \/)‘/(‘5\7]):0]> =
i=1 N EA{A} j=1
k+2
Pra... ses ( AAE) = 1) .

k+2
Pry..., ‘7k+2( /\ A \7j _O
N ens{A}j=1

o)
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT (pki2) = 1)

Dado que ¢ no es anulable, tenemos que ATX #* 0. Asi, dado que A € A
concluimos para i € {1,..., k+ 2} que:
Prs(A(&7) =1) = Pry(Alx(-my) =1)
- 1
= Prg(Qlx,vi) =0) = 3

Sea N € A {)\} Dado que ¢ no es anulable y A # )\’, tenemos que )\|x #0,
)\’|x £0y )\|x #* )\’|x por lo que concluimos para i € {1 .k + 2} que:

Pro(N (&) =1[A(&7) =1) = Prg(N|x(-ng) = 1] Alx(-ng) = 1)

rv,-(<>\ [x, vi) = 0| (A[x, vi) = 0)
1

Pro((V[x, %) =0) = 5
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Acotando inferiormente Pry, _;  (#CNF-SAT (pki2) = 1)

Utilizando los resultados anteriores y considerando que |A| = |I],
concluimos como en el caso de )y, ..., ¥yi2 que:
1
PI“71 _____ yn_Q(#CNF—SAT((p/ﬁLQ) = 1) 2 é
Esto concluye la demostracién del teorema. O
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