La propiedad central

Dado i € {1,...,s}, para la iteracién i del algoritmo sean:
» x;, N; los valores de las variables x y N al principio de la iteraciéon
» Tenemos que x1 = xy Ny =1

> w;, «; los valores de las variables w y a calculados en la iteracidn

Propiedad de aproximacién

Para cada i € {1,...,s}:

Oé,'g S ’EXtR(XhWi)‘ S (1_|_i> 'Oél'
1+ 5 NR(X,')
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Usando la propiedad de aproximacion

Tenemos que:

NR(X) =
pr<(1+e < EAR(x,c) < (1+€)"VR(X)) B

)
Pr( Nr(x)

ropiedad de aproximacion
(1+¢) Prop P

< EAR(x,¢e) < (1+¢€)- Ngr(x)

Pr <propiedad de aproximaciéon | +

Pr(NR(X) < EAR(x,e) < (1+¢)- Nr(x)

Pr <propiedad de aproximacién | >

propiedad de aproximacién

Pr(NR(X) < EAR(x,£) < (1+4¢)- Np(x)

propiedad de aproximacién) :

Pr <propiedad de aproximacion
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Usando la propiedad de aproximacion

Por lo tanto, para demostrar que EAR es un FPRAS para R basta acotar
inferiormente la siguiente probabilidad:

NR(X)
Pr<(1+€) < EAR(x,e) < (1+¢€)- Ngr(x)

propiedad de aproximacién) :

Pr (propiedad de aproximacién)

Primero vamos a demostrar que la propiedad de aproximacion es suficiente para
tener una buena aproximacion de Ng(x)

» Después de esto vamos a acotar inferiormente la probabilidad de que la
propiedad de aproximacién se cumpla
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Definimos xs11 y Nsi1 como los valores de las variables x y N al final de
la iteracién s del algoritmo.

» Tenemos que g(xs11) =0, Nr(xsi1) = 1y el valor retornado por el
algoritmo es Ng 1

> ;Por qué?

Dado i € {1,...,s}, tenemos que:
Xiv1 = P(xi, wi)
Nr(xiy1) = |Extr(xi,w;)|
Niy1 = . Ni
Q
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Ademas, tenemos que:

Qj < |EXtR(Xi7Wi)| S (1_|_ i) -

Tr2) = M) 2m
Nr(xi) _ |Extr(xi, wi)] €
< < (1 - Nr(xi

T 0+ s) a; =M am ) Nebo)

Nr(xi) - N; Ni c
< |Ext iy Wi — < (1 =— | N i)’ N'

01 ) |[Extr(x;, w;)| oz,-_<+2 ) r(xi)
Nr(x;) - N;
(1+55)

Asi, la cantidad Ngr(x;) - N; es casi una invariante del ciclo while
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Suponiendo que la propiedad de aproximacion es cierta concluimos que:

NR(Xl) . N1
(1+55)°

£ S
< Nr(Xs41) - Nsp1 < (1 + —m) - Nr(x1) - Nq

Por lo tanto, dado que s < m tenemos que:

Ngr(x1) - Ny
L+ 5

g m
< Nr(Xsy1) - Nep1 < <1 + %> - Nr(x1) - Ny

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS

69 / 90



Algunas propiedades de Ng(x;) - N;

Dado que x; = x y Ny =1, tenemos que Ng(x) = Ng(x1) - Ny

> Recuerde que queremos calcular Ng(x)

Dado que Ng(xs+1) = 1, tenemos que Ng(xs11) - Nsr1 = Nsiq

» Ademds, sabemos que EAR(x,¢) = Ngyq
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Juntando los resultados anteriores obtenemos:

NR(X)
(14 5)m

< EAR(x,¢) < <L+——>m-NMX)

Dado que € € (0,1), tal como el caso de #KS obtenemos:

T L
2m -

N

< g+1

Ejercicio
Demuestre que e2 < ¢+ 1 considerando que 0 < € < 1y el intervalo
donde la funcién f(x) = e2 — x — 1 es negativa.
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Asi, suponiendo que la propiedad de aproximacién se cumple obtenemos:

/VR(X)
1+2) < EAR(x,e) < (14¢)- Ng(x)

Vale decir, hemos demostrado que:

NR(X)
Pr<(1 o) < EAR(x,e) < (1+¢€)- Ng(x)

propiedad de aproximacién) =1

De esta forma, para terminar la demostracién tenemos que demostrar:

. . L4 3
Pr (propledad de aproxmaaon) > 2
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion)

Fijeie {1,...,s}

» | corresponde a una iteracién de EAR

Para cada v € ¥°™) definimos la variable aleatoria:

{je{l,....t}|Fze X" : y; = uz}

X, =
t

Xy, es un promedio de t variables aleatorias que toman valor 0 6 1, las cuales
denotamos como X , para j € {1,...,t}

> Xiu(yj) =1siy;=uzparaalgin z€ £,y Xj 4(y;) = 0 en otro caso

t
. 1
Vale decir, tenemos que X, = < 'E;Xj,u
J:
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion)

Tenemos que:

t

1 1 < 1 « 1
Var[X,] = Var{; ij,u] = E;Var[Xj,u] < 521 =

j=1

Dado que t = [180 - (|x|° 4+ d)* - m’ - £72], por la desigualdad de Chebyshev
concluimos que:

c 2 2
Pr<|XU—E[Xu]!2 - ) < O (xTrd) - m - Var[X,)
g

6-(|x|c+d)-m
36 - (|x|° +d)* - m?
g2t
< 36 - (x| +d)* - m?
— e2.180-(|x|c+d)3-m3 .2
1
5-(|x|c+d)-m

IA
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

El valor de cada variable aleatoria X, es una funcidn de las
variables y1, ..., y:

» Podemos entonces hablar de X, (y1, ..., yt)

De la misma forma, el valor de la variable aleatoria «; es una funcidén de
Yi,---, Yt Y podemos hablar de «;(y1, ..., yt)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

[1C3810

Suponga que v es el valor de w;. Si los valores de la variables yi, ..., y: en la
iteracién / son ai, ..., a:, respectivamente, entonces tenemos que:
ai(ai,...,a:) = Xo(a1,...,at)

Ademds, en general tenemos que:

ai(yr,...,yt) = max Xu(y1,..., )
uey o (x)

Es importante notar que no podemos concluir que:
ai(yla"'ayt) — Xv(yla---ayt)a

dado que v es un string fijo calculado en la iteraciéon i
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No podemos concluir que a;(y1,...,y:) = Xo(y1, .-+, Vi)

Suponga que ejecutamos el algoritmo nuevamente obteniendo v/ como el

valor de w;
» Ademas, suponga que los valores de la variables yq, ..., y; en la
iteracion / de esta nueva ejecucién son by, ..., bs, respectivamente.

Sabemos que «;(by,...,b;) = X,/(b1,..., bt)

Perosi v # vy X,(by,...,b:) < X,/ (by,...,b:), entonces tenemos que:

Oé,'(b]_,...jbt) # Xv(b]_7...7bt)
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 9)

Queremos entender cuan cercar estd «; de E[X,,]

> Vale decir, queremos acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 9)

Dado que «; = mé>(< )Xu, no podemos utilizar la desigualdad de
Chebyshev para acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 0)

> jPor qué?

[IC3810 — Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS

78 / 90



Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,, || > ¢)

Si |aj — E[Xy,]| > 9 en la iteracidn i, entonces se debe tener que
‘XWI o E[XW,‘]‘ >0

» Y si esperamos que esto se cumpla en la iteracidn / de cada ejecucién de
EAR, entonces en cada ejecucién debe ser posible encontrar u € y o 0)
tal que | X, — E[X,]| > §

Por lo tanto, tenemos que:

Pr(|aj — E[X,]| > 6) < Pr( \/ X, —EX] > 5)

uey o)
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,, || > ORI )

Utilizando la conclusién de la transparencia anterior:

Pr(los— B0l 2 6 )
Pr( V(e gy )

UEZJ(XI'
£
Pr| | X, — E[X,]|| >
2 (e 001> gy
ue O'X

1
2 S id)m

uEZU(Xi)
1
5-(Ix|¢+d)-m

1 c 1 |X,'|C—|—d 1
. I d p— . <
5-(|x|c+d)-m (il + ) 5m (|X|C—|—d> ~— 5m

. |Z’U(Xi) <
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i Por qué EAR elige el prefijo de largo o(x) mds comiin
en {y1,...,V¥:}?

Como w; se elige como el prefijo de largo o(x;) mds comdn en {y1,...,y:},
sabemos que:

_ Hied{L,... t} |y € Extr(xi, wi)}| t 1
t — |X|eta) ¢t

1 1 - 1
Tt = ale+d T xtd

V

Q;

V

Concluimos entonces que:

Pr<|a; —E[X,]| < ai - i)

om

vV
-
-
N
e
|
m
IN
™
N———
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Dos desigualdades utiles

Tenemos que 1 + - > 1+ £
5m om

Por otra parte, para € € (0,1) también se tiene que:

1 €
< 1-—
1+ = 6m
puesto que m > 1vy:
1 g bm om — ¢
- & <
1+5£m_ 6m S5m+¢~  6m
& 3O-m2§3O-m2+6-m-5—5-m-8—82
= 52§m-8
& e <m
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Una cota inferior para Pr(ja; — E[X,,]| < ;- &)

Usando todas las desigualdades anteriores concluimos que:

e gy s < (1 5) o)

Pr<(1 _ 6%) ca; < E[Xy,] < (1+ 6%) .a,) _

£
P i—EXw]| <ai-— | =
((lo - BN < i )

1
1 —
bm
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Acotando E[X,, ]

Por definicién de X,,, se tiene que:

1 t
E[Xw] = E[?ZXJ}W/]
j=1
1 t
- ?ZE[)@,WI]
j=1

1 t
- t Z (1 ' Pr()<j,Wi — 1) +0- Pr()<j7Wi — O))

J=1

55 i)

J=1 _)/EEXtR(X,',W,')

L elan) )

yeE EXtR(X,',W,')
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Acotando E[X,, |

Como G es un FPAUG, tenemos que:
1 1 € € 1
- < Pr Xi, — | = < (14 :
(1+35) Ne(x) — (g( 4m> y> ( 4m) Nr(xi)

Por lo tanto:

IA

1 1 £ 1
Y owamem s 2 ()

y€E€Extr(x;,w;) yEExtr(x;,w;

De lo cual concluimos que:

1 — |EXtR(Xf7Wi)| < E[Xw,] < (1_|_ i) ) |EXtR(Xi7Wi)|
(]. + m) NR(X,') 4dm NR(X,')
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Otra desigualdad util

Para € € (0, 1), se tiene que:

€
14+ —
+2m

Puesto que ¢ € (0,1) y:

3 € g
14+ —>14+— )14+ —
+2m_<+5m) (+4m

[1C3810 -

3
14+ —
( +5m

¢

)

¢t ¢

Relacionando el muestreo (casi) uniforme con la existencia de un FPRAS

) (14 4m)

2

g € g €
1+ —>14+ — + —
+2m_ +4m+5m+20m

2
g g 3 €
— >
2m_4m+5m+20m
10€Z5€+4€+€2
5282
1>e¢
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Acotando inferiormente Pr((lj"'i < |EX7\’,?R((X)"<T')’V")| <(1+5) )
2m J

Usando las desigualdades anteriores, tenemos que:

1 1 € ‘EXtR(X;, W,')|
-Oé,'SEXWi = = o < (14— ) -
i+ o) Xl = 1 2) (1 2m) s
1 |EXtR(X,', W,')|
= : =y Qi S
() 0+ ) N ()
1 |Extgr(x;, w;)|
= OTIRS
(1+5.) Nr(x;i)

De la misma forma obtenemos:

Extr(xi, w;
E[XW,-]§<1-|- SL).QI. - |Extr(x W)|§(1‘|‘i>'&i
m .
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< Bxtnlumll < (7 4 2. )

Acotando inferiormente Pr((H S T NR()

Juntando todo lo anterior, finalmente concluimos que:

Q |EXtR(X;, W,')|
P < 1 S ) a) >
%¥L+§ﬂ_ Nr(x) +2m Bl

0 £ 1
P <EX,]<(1+—) -q) >1-——
(g == () ) = g
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion): el
paso final

Recuerde que nuestro objetivo es demostrar que:

. ] y 3
Pr(propiedad de aproximacién) > 2

Tenemos que:

Pr(propiedad de aproximacién) =

P</\ [<1+a'§) < < (” %> “D -

o2y = S5 < (14 5,) ) -

2m
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacion): el
paso final

1\" 1 1 3
Dado que m > 1 tenemos que | 1 — — >le7s — — | > -
dHe = & TEnemos at ( Sm) ( 50) 4
Concluimos finalmente que:
: : ., 1\" 3
Pr(propiedad de aproximacién) > (1 — — > —
5m 4
Esto termina la demostracion del teorema. ]
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