BPP esta en la jerarquia polinomial

Teorema (Gécs-Sipser-Lautemann)
BPPC Y5 NNy

Como sabemos que BPP = co-BPP, nos basta demostrar que
BPP C ¥¥

» Antes de realizar esta demostracion vamos a ver dos
ingredientes necesarios para ella
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Una generalizacion de la nocidon de lenguaje

1C3810

Sea X2 un alfabeto.

Un lenguaje L puede tener como elementos pares de strings sobre 2

» Tenemos entonces que L C 2% x 2*

L es un lenguaje como los que habiamos definido antes puesto que un par
de strings también es un string

» Podemos representar (x, y) como un string x#y donde # es un
simbolo nuevo

En las siguientes transparencias vamos a considerar lenguajes que
consisten de pares o tuplas de strings.
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Una caracterizacion de NP

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto Y. Entonces L esta en NP si y sélo si
existe un lenguaje A C ¥* X ¥* y un polinomio p(n) tales que

A€ PTIME y para todo u € 2*:

uel siysolosi (IveX* |v|=p(ul|)): (u,v)eA

Ejercicio

Demuestre la proposicion.
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Primer ingrediente: una caracterizacién de ¥}

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥.. Entonces L estd en ¥ si y s6lo si
existe un lenguaje B C ¥* x ¥* X ¥* y un polinomio q(n) tales que
B € PTIME y para todo u € 2*:

uec L siysolosi
(Fvi € X7, |vi| = q(|u])) (Vv € &7, |va| = q(|u])) : (u, v1, ) € B

Ejercicio
Demuestre la direccién (<) de la proposicion.

» Esta es la direccion que vamos a utilizar para demostrar
que BPP C ¥

[1C3810 — Clases de complejidad aleatorizadas 51 /75



Otra mirada al lema de amplificacién para BPP

Sea M una MT probabilistica con alfabeto de entrada X

Dado w € ¥* y s € {0,1}* tal que ty(|w|) < |s|, decimos que M(w,s)
es incorrecto si:
w € Ly M(w,s) rechaza
0
wée Ly M(w,s) acepta

Vamos a utilizar esta nocién para dar una mirada alternativa del lema de
amplificacién para BPP
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Otra mirada al lema de amplificacién para BPP

Version alternativa del lema de amplificacién para BPP

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto 2. Si L € BPP, entonces para cada
¢ € N, existe una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para
cada w € 2*:

¢
Prs(M(w,s) es incorrecto) < (%)
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Segundo ingrediente: una version mas fuerte del lema de
amplificacion

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto .. Si L € BPP, entonces existe una
MT probabilistica M tal que tyy(n) es O(n*) y para cada w € ¥*:

1
3tm(|wl)

Pri(M(w,s) es incorrecto) <
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Demostracion de la version mas fuerte

Como L € BPP, sabemos que existe una MT probabilistica M; tal que
ta,(n) es O(n*) y para cada w € ¥*:

&=

Pr,(M;(w,s) es incorrecto) <

Suponemos que tyy,(n) es Q(n) y ty,(n) > 2 para todo n € N

» ;Por qué podemos suponer esto?
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Demostracion de la version mas fuerte

__ 4
Seaa—3

Como en la demostracién del lema de amplificacién, defina una MT
probabilistica M que con entrada w € 2* realiza los siguientes pasos:

1. realiza (2¢ + 1) ejecuciones de la MT probabilistica My, donde
€ = 2[log,(tm (Jwl))]

2. retorna si si al menos (¢ 4 1) de las ejecuciones dieron respuesta si,
y N0 en caso contrario
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Demostracion de la version mas fuerte

Como en la demostracion del lema de amplificacién, obtenemos que:

¢
3
Pri(M(w,s) es incorrecto) < (Z)

Vamos a utilizar esta relacién y la definicién de ¢ para demostrar la
versiéon mas fuerte del lema de amplificacién
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Demostracion de la version mas fuerte

Sea k(n) = 2[log,(tm; (n))]

Tenemos que:

3(2k(n) + 1)tmy (n) = 3(4[log,(tm, (n))] + 1)tm, (n)
< 15[log,(tm (n))]twm, (n)

puesto que tu, (n) > 2 para todo n € N.

Ademas, existe una constante ng tal que para todo n > ng:

15[log, (tm, (n)Ttm, (n) < tw (n)’

puesto que ta, (n) es Q(n).
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Demostracion de la version mas fuerte

Por lo tanto para todo n > ng:

3(2k(n) + 1)tm,(n)

VAN

I

tMl(n)2

SJoga(tur (m)?)

2108, (tur ()

2Tog, (ta; (M)

k()

Dado que a = %, concluimos que para todo n > ng:

[1C3810 -

4

3(2k(n) + )tw, (n) < (§>k(n)
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Demostracion de la version mas fuerte

Suponga que |w| > ng

» Vamos a consider el caso |w| < ng por separado

De la conclusién en la transparencia anterior obtenemos lo siguiente
considerando que ¢ = k(|w|):

¢
Prs(M(w, s) es incorrecto) < (Z)

= 300+ Dtw (W)
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Demostracion de la version mas fuerte

1C3810

Dado que ty(|w|) = (20 + 1)tm, (|w]), tenemos que:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) < —F—
e )= 3w

Para concluir la demostracién necesitamos considerar el caso |w| < ng

En este caso podemos modificar M para que satisfaga la condicidén:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) = 0 < ——
(M(w;, s) ) Stm (W)

i Por qué podemos hacer esto? (]
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