Demostracién de BPP C Y5

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP
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Demostracién de BPP C Y5

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP

Por lema de amplificacién existe una MT probabilistica M tal que ty(n)
es O(n*) y para cada w € ©*:

1
3tm(|wl)

Pr(M(w,s) es incorrecto) <
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Demostracién de BPP C Y5

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto ¥, y suponga que L € BPP

Por lema de amplificacién existe una MT probabilistica M tal que ty(n)
es O(n*) y para cada w € ©*:

1
3tm(|wl)

Pr(M(w,s) es incorrecto) <

Ademds podemos suponer que ty(n) > 0 para cada n € N

» ;jPor qué?
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Demostracién de BPP C Y5

Notacion
Usamos s € {0,1}™ para indicar que s € {0,1}" y |s| = m

Dados ay b en {0,1}, la operacién a @ b es definida como (a + b) mod 2

» Vale decir, @ es el o exclusivo
Dados x,y € {0,1}™ con x = a1a2---am ey = biby - - - by, la operaciéon x @ y

da como resultado el siguiente string en {0,1}™:

(a1 D b1)(a2 ® b2) - - - (am D bm)
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Demostracién de BPP C ¥

Defina el lenguaje A de la siguiente forma:

A = {(W,)/l,---,_)/m,z) | w Z*7m: tM(|W|)7
yi € {0,1}" paracada i€ {1,...,m},z € {0,1}"
y M(w,y; @ z) acepta para algiin j € {1,...,m} }
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Demostracién de BPP C ¥

Defina el lenguaje A de la siguiente forma:

A = {(W,)/1,---,_)/m,z) | w Z*7m: tM(|W|)7
yi € {0,1}" paracada i€ {1,...,m},z € {0,1}"
y M(w,y; @ z) acepta para algiin j € {1,...,m} }

Ejercicio
Demuestre que A € PTIME
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Demostracién de BPP C Y5

Dada la caracterizacién de X5 en las transparencias anteriores, para demostrar
que L € X5 basta demostrar la siguiente condicién:

Para cada w € ¥* tal que ty(|w|) = m:

w € L siy sélo si
Jy; € {0,1}7 - Ty, € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym,2) €E A
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Demostracién de BPP C Y5

Dada la caracterizacién de Y5 en las transparencias anteriores, para demostrar
2
que L € X5 basta demostrar la siguiente condicién:

Para cada w € ¥* tal que ty(|w|) = m:

w € L siy sélo si
Jy; € {0,1}7 - Ty, € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym,2) €E A

Para hacer esta demostracién vamos a utilizar el método probabilistico.

» Para demostrar que un objeto con ciertas propiedades existe, en lugar de
construirlo demostramos que la probabilidad de que exista es mayor que 0
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La direccién (=) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(jw|) =m
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La direccién (=) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|w|) = m

Tenemos que:

Pr}/17---7.)/m (32 S {07 1}m /\ M(W,yi D Z) rechaza) <

i=1

Z Pr}’l aaaaa Ym (/\ M(W7 )/i EB Z) rechaza> —=

ze{0,1}m i=1
Z H Pry, (M(W, yi & z) rechaza)
ze{0,1}m i=1
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado a € {0,1}™, la funcién f : {0,1}™ — {0, 1}" definida como f(x) = x® a
es inyectiva
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado a € {0,1}™, la funcién f : {0,1}™ — {0, 1}" definida como f(x) = x® a
es inyectiva

Por lo tanto dado que w € L, concluimos que:

1
Pry, (M(W,y/' ® z) rechaza) <

3m
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado que m > 0 concluimos que:

Pry,. . ..ym (32 € {0,1}" /\ M(w, y; & z) rechaza) <

=1

Z HPry,. (M(W,yi ® z) rechaza) <

ze{0,1}m i=1
S ﬁi _
L1 3m
ze{0,1}m i=1
> o =
ze{0,1}m (3m)
2m
1
Gmym *
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La direccién (=) de la equivalencia

Por lo tanto existen y; € {0,1}", ..., ym € {0,1}" tales que la siguiente
condicion es cierta:

Vz € {0,1}" \/ M(w, y; ® z) acepta

i=1
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La direccién (=) de la equivalencia

Por lo tanto existen y; € {0,1}", ..., ym € {0,1}" tales que la siguiente
condicion es cierta:

Vz € {0,1}" \/ M(w, y; ® z) acepta

i=1

Concluimos que:

Jy, € {0,1}7 - Ty, € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym, 2) €E A
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direcciéon de la demostracién?
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direcciéon de la demostracién?

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pry.. .y (/\ M(w, yi) rechaza) = H Pr,, (M(W,y;) rechaza)

=1 =1

I
|
|

(3m)m
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direcciéon de la demostracién?

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pry.. .y (/\ M(w, yi) rechaza) = H Pr,, (M(W, Vi) rechaza)

=1 =1

m

1
L1 3m
i=1

1

B (3m)™ <1

IA

Por lo que el uso de z no es estrictamente necesario para esta parte de la
demostracion.

» Pero si es necesario para la otra direccidn

[1C3810 — Clases de complejidad aleatorizadas 70 / 75



La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|lw|) = m

> Para demostrar la direccién (<=) consideramos el contrapositivo
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La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|lw|) = m

> Para demostrar la direccién (<=) consideramos el contrapositivo

Ademds, suponga que y1 € {0,1}", ..., ym € {0,1}"

[1C3810 — Clases de complejidad aleatorizadas 71 /75



La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|lw|) = m

> Para demostrar la direccién (<=) consideramos el contrapositivo

Ademds, suponga que y1 € {0,1}", ..., ym € {0,1}"

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pr, ( \/ M(w,y; @ z) acepta) < Z Pr, (M(W, yi D z) acepta)

i=1 i=1

< 1
— 3m
=1

_ m
~ 3m
_ 1
3

[1C3810 — Clases de complejidad aleatorizadas 71 /75



La direccién (<) de la equivalencia

Se concluye que:

Pr, ( /\ M(w,y: & z) rechaza)

i=1

1— Pr, ( \/ M(w,y: & z) acepta)

i=1

1\
Wl N =
W=
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La direccién (<) de la equivalencia

Se concluye que:

Pr, ( /\ M(w,y: & z) rechaza)

i=1

1— Pr, ( \/ M(w,y: & z) acepta)

i=1

1\
Wl N =
W=

Por lo tanto tenemos que existe z € {0,1}™ tal que M(w, y; ® z) rechaza para
cada i€ {1,...,m}
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La direccién (<) de la equivalencia

Dado que yi, ..., ym son elementos arbitrarios en el conjunto {0,1}™, tenemos
finalmente que:

Vy: € {0,1}" - Vyn € {0,1}" 3z € {0,1}" (W, y1, ..., Ym, 2) € A
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccidn de la demostracion si es necesario el uso de z
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccidn de la demostracion si es necesario el uso de z

Si existe y € {0,1}™ tal que M(w, y) acepta, entonces existen y; € {0,1},
..., ym € {0,1}™ tales que la siguiente condicién es falsa:

/\ M(w, y;) rechaza

i=1
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccidn de la demostracion si es necesario el uso de z

Si existe y € {0,1}™ tal que M(w, y) acepta, entonces existen y; € {0,1},
.., ym € {0,1}™ tales que la siguiente condicién es falsa:

/\ M(w, y;) rechaza

i=1

Concluimos que la idea de la demostracidon no funciona sin la utilizacién de z
para m elementos arbitrarios y1, ..., ym del conjunto {0,1}" ]
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Las clases de complejidad probabilisticas en una figura

Y7 Ny
\ /

Yy nng
T co-NP

PN

RP co-RP

~

ZPP = RP N co-RP

!

PTIME

NP

[1C3810 — Clases de complejidad aleatorizadas 75 / 75



