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Calculando una funcidn

Dado un alfabeto 2, consideramos funciones f : 2* — N

Representamos cada nimero natural como un string sobre el
alfabeto {0,...,9}

» Siuna MTC calcula una funcién f : £* — N, entonces para cada
w € ¥* suponemos que f(w) es retornado en la cinta de salida
como un string sobre el alfabeto {0,...,9}
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Las funciones computables en tiempo polinomial

Definicién
Una funcion f : 2* — N estad en la clase FP si y solo si existe una MTC
que funciona en tiempo polinomial y calcula f

i Qué funciones son dificiles de computar?

» Consideramos funciones que si son computables en tiempo
polinomial nos dan algoritmos polinomiales para resolver
problemas NP-completos
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La

[1C3810

clase de funciones #P

Sea M una MT no determinista con alfabeto de entrada X

Supuesto

Si decimos que M funciona en tiempo polinomial, entonces suponemos que
existe un polinomio p(n) tal que para cada w € ¥* y cada ejecucién de M con
entrada w, el nimero de pasos en la ejecucién es menor o igual a p(|w|)

» iPor qué podemos realizar este supuesto sin perdida de generalidad?

Dado w € X*, definimos accept,,(w) como el nimero de ejecuciones de M con
entrada w que se detienen en un estado final.

» En particular, w € L(M) si y sélo si accepty,(w) > 0
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La clase de funciones #P

Definicion

Una funcion f : X* — N esta en # P si y sdlo si existe una MT no
determinista M con alfabeto de entrada X, que funciona en tiempo
polinomial y tal que para cada w € ¥*: f(w) = accept),(w)

Ejercicio
Sea #SAT una funcién tal que, dada una férmula proposicional ¢, retorna el
nimero de valuaciones que satisfacen ¢. Demuestre que #SAT € #P
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Para pensar ...

Ejercicios

1. Demuestre que si f,g € #P, entonces f +1 € #Py f +g € #P
2. Demuestre que si f,g € #P, entonces f - g € #P

3. Demuestre que FP C #P
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Una primera nocién de reduccidn para funciones

Definicidon
Dadas funciones f,g : ¥* — N, decimos que f se puede reducir a g de
forma parsimoniosa, denotado como f <, g, si existe una funcion

h:X* — X* tal que h puede ser calculada en tiempo polinomial y para
todo w € 2L*:

Ejercicio

Demuestre que si i <P .y f, <P, f3, entonces f, <P f3
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Una nocién de reduccién mas general para funciones

Al igual que para las maquinas de Turing con oraculos para problemas de
decisién, podemos definir las maquinas de Turing con oraculos para
funciones

» ;Cémo deberia funcionar la cinta de consulta en este caso?

Dada una funcién f : £* — N, denotamos como M’ a una MT que tiene
a f como oraculo

» M’ también puede ser una MTC
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Una nocién de reduccién mas general para funciones

Dadas funciones f, g : ¥* — N, decimos que f € FP® sj existe una MTC
M# que funciona en tiempo polinomial y calcula f

Definicidon
Dadas funciones f,g : ¥* — N, decimos que f se puede reducir a g en
tiempo polinomial, denotado como f <. g, si f € FP®

Ejercicio

Demuestre que si i <5 f, y , <" f3, entonces f; <7 f3
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Una nocidon de completitud para #P

Definicién
Una funcion f : ¥ — N es #P-hard si para cada g € #P se tiene que
g <" f. Si adicionalmente f € #P, entonces f se dice # P-completo.

Si <" es reemplazado por <Par €n la definicion anterior, entonces decimos

que f es #P-hard o #P-completo bajo reducciones parsimoniosas

» Si f es #P-hard bajo reducciones parsimoniosas entonces también
es #P-hard, puesto que f <5, g implica f </ g
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Un primer problema #P-completo

Teorema

#SAT es #P-completo bajo reducciones parsimoniosas.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Un segundo problema #P-completo

Sea #CNF-SAT una funcién que, dada una formula proposicional ¢ en
CNF, retorna el nimero de valuaciones que satisfacen ¢

Teorema
#CNF-SAT es #P-completo bajo reducciones parsimoniosas.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Un

[1C3810

tercer problema #P-completo

Sea #DNF-SAT una funcién que, dada una formula proposicional ¢ en DNF,
retorna el nidmero de valuaciones que satisface ¢

Teorema
#DNF-SAT es # P-completo

Demostracion: vamos a demostrar que #CNF-SAT <% #DNF-SAT

Sea ¢ una férmula proposicional en CNF, y sea 9 una férmula proposicional en
DNF que es equivalente a —¢

» 1) puede ser construida en tiempo polinomial a partir de ¢
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| a demostracion del teorema

Definimos nv(-) como una funcién que retorna el nimero de variables de una
férmula proposicional ¢

» Por ejemplo, nv((pV g)A—=r)=3ynv((rvg)A-r)=2

La funcién nv(-) es computable en tiempo polinomial

Tenemos que:

#CNF-SAT(¢) = 2™ _ #DNF-SAT(v))

Concluimos entonces que #CNF-SAT ¢ FP#PNF-SAT
> Por lo tanto, #CNF-SAT <7 #DNF-SAT u
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Sobre la completitud de #DNF-SAT

i Se puede demostrar que #DNF-SAT es #P-completo bajo reducciones
parsimoniosas?

Para responder esta pregunta, defina para cada funcién f : 2* — N el
siguiente problema de decisidn:

Ly = {weX"|f(w)>0}

Ejemplo
Tenemos que Lysat = SAT
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Sobre la completitud de #DNF-SAT

Proposicion
Sif <P, gyls € PTIME, entonces Ly € PTIME

Ejercicio

Demuestre la proposicién.

Concluimos que #DNF-SAT no puede ser #P-completo bajo reducciones
parsimoniosas, a menos que PTIME = NP

» Puesto que si #SAT <P__ #DNF-SAT, entonces SAT € PTIME

— par
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i Como podemos calcular una funcién #P-completa?

Sea f : 2* — N una funcién en #P

Si la funcién f es #P-completa entonces no esperamos tener un
algoritmo polinomial para calcularla.

Pero el hecho de que f sea #P-completa no implica que el valor de f no
pueda ser aproximado de manera eficiente.

» Vamos a estudiar una nocién de aproximacion aleatorizada para
funciones en #P
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Aproximacion aleatorizada de funciones

Sea f:2* = N

> Y sea RT el conjunto de los niimeros reales mayores a 0

Definicion
Un algoritmo aleatorizado A : Y* x RT™ — N es un fully polynomial

randomized approximation scheme (FPRAS) para f si existe un
polinomio p(x,y) tal que para cadaw € ¥* ye € R™:

1. El ndmero de pasos ejecutados por A(w,e) es menor o
igual a p(|w/, 2

2. Pr(|JA(w,e) — f(w)| <e-f(w)) >

W
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Un enfoque general para construir un FPRAS

Dada una funcién f : ¥* - N, w € ¥* y ¢ € RT, definimos una variable
aleatoria X tal que E[X] = f(w)

> Para tener una estimacién de f(w) nos basta muestrear la variable
aleatoria X

Debe ser posible muestrear X en tiempo polinomial en |w|y % y ademas
debemos tener que Pr(|X — f(w)| <e-f(w)) > %

» Debemos entonces acotar inferiormente Pr(|X — E[X]| < - E[X])

Vamos a estudiar entonces algunas desigualdades utiles para obtener una
cota inferior para Pr(|X — E[X]| < e - E[X])
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La desigualdad de Markov

Teorema
Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada a € R™ se tiene que:

E[X]

Pr(X > a)
a
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Una demostraciéon de la desigualdad de Markov

Suponemos que el recorrido de X es un conjunto finito Q C Ry

E(X) = ) r-Pr(X=r)

reQ

— ( Z r-Pr(Xzf)>+(S€;>35'PV(X:5))

reQ:r<a

Z s-Pr(X =5s)

seQ:s>a

Z a-Pr(X =y5s)

s€Q):s>a

= a-( > Pr(X:s))

s€eQ:s>a

1V

1V

= a-Pr(X > a)
Concluimos que Pr(X > a) < @ [l
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La desigualdad de Chebyshev

Teorema

Var[X]

PrX —EX]|2a) < —=

Demostracion. Utilizando la desigualdad de Markov obtenemos:

Pr(|X —E[X]| >a) = Pr((X—E[X])*> a%)
E[(X — E[X])?]
> 82
Var[X]
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

A partir de la desigualdad de Chebyshev obtenemos:

Var[X]
2. E[X]?

Pr(X —E[X]| <e E[X]) > 1

Es posible mejorar esta cota inferior considerando el promedio de k > 2
muestras de X obtenidas de manera independiente.

> Asi reducimos el impacto de las muestras alejadas de E[X]
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por la desigualdad de Chebyshev:

d

V
Q)
m
x| =
X
N—
VAN

1 < 1 <
F-ZlX;—E[E-ZX;

i=1

Ademas, tenemos que:
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

k
Var[% - ZX,} = % -Var[ZX;]
' i=1
1 k
= 5 Var[X]
i=1

k
1
= 12 ZVar[X]
i=1
1
k

- Var[X]

De lo cual concluimos que:
Pr<
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Realizando k muestras independientes de |la variable aleatoria X
obtenemos entonces:

R A A

Podemos entonces ajustar el valor de k para obtener un FPRAS.

> El valor de Var[X] debe ser polinomial en el tamaiio de la entrada
para obtener un FPRAS.
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Construyendo un FPRAS para #DNF-SAT

Sea o =Dy V---V D,, una formula proposicional en DNF
» Cada D; es una conjuncién de literales

> ( menciona n variables proposicionales, vale decir, nv(y) = n

Suponemos que cada D; no tiene literales repetidos ni complementarios
» ;Por qué podemos suponer esto?

» Sea /; el nimero de literales mencionados en D;
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Un FPRAS para #DNF-SAT: primer intento

Suponga que las asignaciones de valores de verdad o para ¢ son
escogidas con distribucién uniforme:

Y considere la siguiente variable aleatoria:

2" o(p) =1
X {0 o(p) =0
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Un FPRAS para #DNF-SAT: primer intento

Tenemos que:

E[X] = ZX(J)-Pr(J)
— Z 2"

o:o(p)=1

= > 1
o:o0(p)=1

=  #DNF-SAT(y)

Tenemos entonces que E[X] = #DNF-SAT (), el primer requisito para la
variable aleatoria que queremos construir

» Ademds se puede muestrear X en tiempo polinomial en n

> ;Como se hace esto?
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Un FPRAS para #DNF-SAT: primer intento

Nos falta calcular Var[X] para saber si podemos obtener un FPRAS.

Tenemos que:

E[X’] = Zx%) . Pr(o)
— Z 22 n_ -

o:o(p)=

— Z 2"
o:o(p)=

= 2. #DNF—SAT(gp)

Por lo tanto:
Var[X] E[X?] — E[X]
2" . #DNF-SAT(¢) — #DNF-SAT ()

— (2" — #DNF-SAT(y)) - #DNF-SAT(y)
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Un FPRAS para #DNF-SAT: primer intento

Realizando k muestras independientes de X obtenemos entonces:

Pr(‘%-izk;X;—E[X]| Ze-E[X]> < k.Z;T[éL]Q

(2" — #DNF-SAT(y)) - #DNF-SAT ()
k - €2 - #DNF-SAT ()2

2" — #DNF-SAT ()
k - €2 - #DNF-SAT ()

Por lo tanto, para obtener Pr(|% - S"%  X; — E[X]| > ¢ - E[X]) <  necesitamos
imponer la siguiente restriccidn sobre k:

4. (2" — #DNF-SAT(y))
£2 . #DNF-SAT(p)
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Un FPRAS para #DNF-SAT: primer intento

Tomando entonces:

P {4-(2”—#DNF—SAT(¢))W
- 2 . #DNF-SAT (o)

obtenemos la cota superior deseada para la probabilidad de error.

iPero el valor de k puede ser exponencial en n, lo cual significa que
el algoritmo aleatorizado resultante es de tiempo exponencial!

> Por ejemplo, si #DNF-SAT(y) es polinomial en n

Vamos a estudiar un segundo enfoque que si da el resultado deseado.

» El primer enfoque no utilizaba el hecho de que ¢ estd en DNF
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