Markov Chain Monte Carlo

Ya vimos cdmo los problemas de conteo se pueden reducir a problemas
de generacién uniforme.

» jPero cémo podemos resolver el problema de generacién uniforme? Las
cadenas de Markov resultan ser una herramienta muy util para esto

Supongamos, mas en general, que nos interesa generar elementos de un
conjunto €2 segin una distribucién de probabilidad 7

» Por ejemplo, Q podria ser el conjunto de valuaciones que satisfacen una
férmula proposicional, y 7 la distribucién uniforme sobre estas valuaciones

; Codmo podemos hacer esto?

» La clave estd en construir una cadena de Markov cuya distribucién
estacionaria sea T
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Markov Chain Monte Carlo

Asi, dado un conjunto {2 finito y una distribucién de probabilidades 7
sobre €2, queremos definir una cadena de Markov cuyos estados sean los
elementos de 2 y cuya distribucién estacionaria sea 7

Mostraremos una estrategia general para definir una cadena de Markov
con estas caracteristicas: el algoritmo de Metropolis-Hastings
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Metropolis-Hastings: el primer ingrediente

Proposicion

Sea {X;}ten una cadena de Markov con matriz de transicion P. Si para
todo a, b € ) se cumple que:

Plb, a] - ©[a] = P|a,b]- 7[b],

entonces 7 es una distribucion estacionaria para {X; }ten
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Una demostracion de la proposicion

Demostracion: Sea a € ). Tenemos que:

(PT)[a] = ) Pla,b]-7[b)
beQ
= ZP:b,a dE
beQ2
= @[a]- > Plb, 4
beQ
= ®[a]- > Pr(Xi=b|Xo = a)
beQ
= 7[a]-1 = 7[4]

Vale decir, P7 = 7, de lo cual concluimos que 7 es una distribucién
estacionaria de {X; }ten
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Metropolis-Hastings: el primer ingrediente

A la propiedad de que para todo a, b € € se tenga que:
'D[b7 a] | 7?[3] — 'D[aa b] | 7?[b]

se le llama condicion de reversibilidad

La proposicién anterior nos indica entonces que para que la cadena de
Markov tenga a @ como distribucidn estacionaria es suficiente que
cumpla la condicién de reversibilidad.

» ;Cémo definimos una cadena de Markov que cumpla esta condicién?
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Metropolis-Hastings: |la idea del algoritmo

A priori, no existe ninguna garantia de que para todo a, b se cumpla que:

Plb,a]-7la] = Pla,b]-7[b]
Si no se cumple esta propiedad, entonces existe un par a, b tal que:

P|b, a] - ©[a] > P|a,b]- 7[b]

i Qué hacemos en este caso?
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Metropolis-Hastings: |la idea del algoritmo

Lo que hacemos es definir una nueva matriz de transiciones @, a partir
de P, de la siguiente forma:

Qlc,d] = Plc,d]: alc,d] para ¢, d € )

En esta definicién, o es construido de tal forma que @ cumpla la
condicién de reversibilidad.
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Metropolis-Hastings: |la idea del algoritmo

Considerando un par a, b tal que:

Plb,a] - 7[a] > P|a,b]-7[b]

Una idea natural para lograr que esto sea una igualdad es hacer mas
pequeno el lado izquierdo.

» El lado derecho no es necesario hacerlo mas pequeno

Por lo tanto, definimos afa, b] =1y

Pla, b] - 7[b]

alb,3] Plb, 4] - 7[3]
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Metropolis-Hastings: |la idea del algoritmo

Andlogamente, para un par a, b tal que P[b, a] - 7[a] < P|a, b] - 7[b], definimos
alb,a] =1y

P[b, a] - 7[a]
Pla, b] - @[b]’

ala, b]

que es lo mismo que la ecuacién en el otro caso sélo que con los roles de a
y b intercambiados.

En resumen, o se define como:

min Plb, al - 7lal si Pla.b] -7
{Pla,bl-ﬁ[b]’l} Pla, b] - #[b] > 0

1 en otro caso

ala, b] =
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Metropolis-Hastings: |la idea del algoritmo

Por tanto, nos gustaria definir Q[a, b] = P|a, b] - a[a, b] y asi tener una matriz
de transiciéon Q que cumple la condicién de reversibilidad.

» Sin embargo, no podemos asegurar que @ sea la matriz de transicién de
una cadena de Markov

Para asegurar esto, definimos para cada b € €2:

r(b) = 1-— Z P[x, b] - a[x, b],

xEQ

y agregamos r(b) a la probabilidad de quedarse en el estado b

La definicion de @ es entonces:

| Pla,b]-ala,b] +r(b) sia=0b
QRla, b] = {P[a,b]-a[a,b] siab

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 151 / 168



Metropolis-Hastings: la formalizacién del algoritmo

Sea 7 una distribucién de probabilidades sobre un dominio finito €2, y sea P la
matriz de transicidon de una cadena de Markov con conjunto de estados {2

> Y sea a: Q x Q — [0,1] definida como en las transparencias anteriores

Adema3as, sea ap un elemento arbitrario de (2

El siguiente algoritmo simula N transiciones de acuerdo a la cadena de Markov
con matriz de transicién @ descrita anteriormente.

» Asi, la cadena de Markov simulada tiene como distribucidon estacionaria a
la distribucién 7
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Metropolis-Hastings: la formalizacién del algoritmo

MH(7, P, ag, N)
for j :=1to N do
Generar b € €2 con distribucién P[-, aj_1]
Generar u € [0,1] con distribucién uniforme
if u < alb,aj_1] then

aj ‘= b
else
dj .= dj—1
return {a;,ay,...,an}
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Metropolis-Hastings: la formalizacién del algoritmo

i Como interpretamos la salida del algoritmo?

> Vamos a demostrar que para cada j € {1,..., N}, se tiene que a; es
generado seglin la distribucion de probabilidades Q’Xp, donde xg es
un vector tal que xp[ag] =1y Xp[b] = 0 para todo b # ag

En este contexto, @ es la matriz que describimos antes, con distribucion
estacionaria 7

» Asi, el algoritmo toma un vector inicial Xy y realiza N transiciones
seglin la matriz de transicién @
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Markov Chain Monte Carlo: algunos comentarios

El algoritmo de Metropolis-Hastings nos entrega una estrategia general
para muestrear de acuerdo a una distribucién de interés 7

» Si N es suficientemente grande, entonces ay serd generado de
acuerdo a una distribucion similar a la estacionaria

Sin embargo, el algoritmo no entrega a priori ninglin criterio respecto a
qué se entiende por suficientemente grande.

» ; Cual debe ser el valor de N para que la cadena de Markov se
acerque lo suficiente a la distribucién estacionaria?
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Markov Chain Monte Carlo: algunos comentarios

Por ejemplo, para aplicar el algoritmo a problemas de conteo necesitamos
un generador casi uniforme.

» Eso significa que 7 es la distribucién uniforme, y que queremos estar
muy cerca de la distribucién estacionaria

» A la vez, no queremos que N sea demasiado grande ya que
queremos obtener un algoritmo de tiempo polinomial
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Markov Chain Monte Carlo: algunos comentarios

Otro tema importante es el de la convergencia de la cadena de Markov a
la distribucién 7

» El algoritmo de Metropolis-Hastings nos asegura que 7 es
distribucion estacionaria, pero no nos asegura que sea la Unica

» Aln mas, el algoritmo no nos asegura que la cadena de Markov
converja a 7 independientemente del vector Xj inicial

Para conseguir estas garantias se debe exigir mas condiciones a la cadena
de Markov caracterizada por

» En particular, es suficiente pedir que la cadena de Markov sea
irreducible y aperiddica
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Markov Chain Monte Carlo: algunos comentarios

Cédmo mencionamos antes, en los problemas de conteo consideramos 7
como la distribucién uniforme.

» Entonces, dado que 7[a] = 7[b] para todo a, b, la condicién de
reversibilidad se reduce a que P[a, b] = P|b, 3

Por lo tanto, no siempre sera necesario recurrir al algoritmo de
Metropolis-Hastings en este contexto.

» Nos basta con definir una cadena de Markov cuya matriz de
transicidn sea simétrica, y que ademas sea irreducible y aperiddica

» Esto puede lograrse en muchos casos. En otros, sin embargo, es
necesario recurrir al algoritmo de Metropolis-Hastings
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Metropolis-Hastings: |la correctitud del algoritmo

Proposicién

Sea 2 un conjunto finito, ™ una distribucion sobre Q0 y P la matriz de
transicion de una cadena de Markov con conjunto de estados €. Ademas, sea
R una matriz tal que:

| Pla,b] - afa,b] +r(b) sia=b
Qla, b] = {P[a, b] - ofa, b] siab

para todo a, b € Q, donde r(b) =1 — Z P[x, b] - a[x, b] y

xEQ

min i 8 - wlle) si Pla,b] - T
{P[aab]-ﬁ[b]’l} Pla, b] - [b] > 0

1 en otro caso

ala, bl =

Entonces Q es la matriz de transicion de una cadena de Markov y
Qlc, d] - 7[c] = Q|c, d] - 7[d] para todo c,d € Q
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Metropolis-Hastings: |la correctitud del algoritmo

Ejercicio

Demuestre la proposicion anterior.
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Metropolis-Hastings: |la correctitud del algoritmo

Ahora, solo falta demostrar que el algoritmo de Metropolis-Hastings efectia las
transiciones de acuerdo a las probabilidades especificadas por @

En el siguiente teorema, consideramos toda la notacién dada en la proposicidn
anterior y en la descripcién del algoritmo de Metropolis-Hastings.

Teorema
Para todoc € Q y j € {1,..., N} se tiene que:

Pr(ag=c) = (Q%)[c]

Demostraremos el teorema sin requerir que Xp sea un vector candnico.

> Xp representa entonces la distribucién de probabilidades de acuerdo a la
cual se eligié ag
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| a demostracion del teorema

Demostracion: haremos la demostracién por induccién, partiendo por el
caso base j =1

» La demostracién del caso inductivo, como se verd después, es
completamente analoga a la del caso base

Sea c € Q). Tenemos entonces que:

Pr(a; =c) = Pr(ag =cAu<alb,ag])+ Pr(ai =cAu> alb, a))

Denotamos el primer término como p; y el segundo como p»

» Estudiamos a continuacidn cada uno de estos términos
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| a demostracion del teorema

p1 = Pr(ai = cAu<alb,ay])

= > ) Prlaa=cAu<alba]Ab=yAa = x)
xeQ yed

— ZZPr(alzC\USO&[baao]Ab:y/\aOZX)'

xeQyeQ
Pr(u < alb,ag] A\b=y A ay = x)

— Zzpr(yzc).Pr(uga[b,ao]|b:y/\aO:X),

xeQ ye
Pr(b=y A ay = x)

= > > Prly=c)-aly,x]-Pr(b=y | 3 = x) - Pr(ao = x)

xeN yef
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| a demostracion del teorema

Por lo tanto, tenemos que:

pr= Y Y Pr(y=c)-aly,x]-Ply,x]-Pr(ag = x)

xeQ ye

— Z Z Pr(y =c) - aly, x| Ply,x] - X[x]
xeQ ye

— Z alc, x] - Ple, x] - xo[x]
x€e
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| a demostracion del teorema

Por otra parte, tenemos que:

po = Pr(al = C/\U>Oé[b, a0])
— ZZPr(al:c/\u>oz[b,ao]/\b=)//\30:X)

xeQ ye

— ZZPr(alzc\u>oz[b,ao]/\b:y/\30:X)'
x€NQ yeN

Pr(u> alb,ag] A\b=y A ay = x)

:ZZPr ) - Pr(u>alb,a] | b=y N ag = x)-

xeQ ye2
Pr(b=y A ap = x)

— ZZPr (L —=aly,x])-Pr(b=y | ag = x) - Pr(ap = x)

xe€Q ye
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| a demostracion del teorema

Por lo tanto, tenemos que:

P2 = ZZPr(X:c)-(l—a[y,x])-P[y,x]-Pr(ao :X)

= 2;% Pr(x =c) - (1 —aly,x]) - Ply,x] - Xo[x]
= ;(yl —aly,c]) - Ply, c] - %lc]

= ;V?o[c] : ;(1 —aly,c])- Ply, ]

— %[c]- (;P[y, c] - ;a[y, c]- Ply, C]>

= sildl- (1- Ll Ply.dl)

yeQ

— %lc] - r(c)

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 166 / 168



| a demostracion del teorema

Tenemos entonces que:
Pr(ai =c¢) = p1+p

— ( > ale,x] - Ple,x] - >?o[x]> + Xo[c] - r(c)

xef
= (alc, c] - Ple, c] - %ole] + r(c) - xolc]) +

> afe,x] - Ple,x] - %[x]

xe€Q): x#c

Qle.c]- %l + > Qle,x]- %[x]

xe): x#c

=) Qlc,x] - %[x]

xEN

= (@%)]c]
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| a demostracion del teorema

Con esto queda demostrado el caso base.

La demostracién del caso inductivo es totalmente analoga.

» Si suponemos que la propiedad es cierta para ax y queremos probar
para ax.1, la demostracion es igual a la que acabamos de hacer,
solo que en lugar del vector X consideramos el vector (Q*xp)

» Por hipétesis de induccidn sabemos que ay distribuye de acuerdo al
vector (Q*%)

Asi, queda demostrado el teorema. []

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 168 / 168



