Una primera propiedad fundamental: irreducibilidad

Sea {X;}+en una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P
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Una primera propiedad fundamental: irreducibilidad

Sea {X;}+en una cadena de Markov con conjunto de estados 2 y matriz
de transicién P

Definicion

{X:}ten es irreducible si Gp es un grafo fuertemente conexo.

Tenemos que {X;}:cn es irreducible si y sélo si para cada a, b € (Q, existe
t > 0 tal que:

Pr(X; =a|Xo=b) > 0
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Una segunda propiedad fundamental: aperiodicidad

Seaac Q. Si{n>0]|Pr(X,=a|Xo=a)>0} no es vacio, entonces el
periodo de a es definido como:

MCD{n>0|Pr(X,=a| Xo=a) >0}

En caso contrario, el periodo de a no estd definido.
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Una segunda propiedad fundamental: aperiodicidad

Seaac Q. Si{n>0]|Pr(X,=a|Xo=a)>0} no es vacio, entonces el
periodo de a es definido como:

MCD{n>0|Pr(X,=a| Xo=a) >0}

En caso contrario, el periodo de a no estd definido.

Definicién
Un estado a € ) es aperiodico si su periodo esta definido y es igual a 1.
Ademas, {X;}+en es aperiddica si cada estado b € S es aperiddico.
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Irreducibilidad y aperiodicidad: algunos ejemplos

Ejercicios
1. Muestre que la cadena de Markov definida para la relacién Rks es

irreducible y aperiddica.

2. Demuestre que en una cadena de Markov irreducible todos los
estados tienen el mismo periodo.

» Concluimos entonces que si una cadena de Markov irreducible tiene
un estado aperiddico, entonces la cadena es aperiddica.
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Una solucion para el segundo ejercicio

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible con conjunto de estados
(2 y matriz de transiciéon P, y sean b, c € 2

Suponemos que los periodos de by ¢ son ¢, y £, respectivamente.

» ;Por qué sabemos que estos periodos existen?

Dado que {X;}:cn es una cadena de Markov irreducible:

» Existe un camino en Gp desde b a c de largo kp ., y existe un
camino en Gp desde c a b de largo k¢ p
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Una solucion para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp  + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr(Xy, 4« , =b| Xo=5b)>0

» Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kb.c + kc.b)
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Una solucion para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp  + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr(Xy, 4« , =b| Xo=5b)>0

» Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kb.c + kc.b)

Sea n> 0 tal que Pr(X,=c| Xo=c¢c) >0

» Existe un camino en Gp de c a ¢ de largo n

Tenemos entonces que existe un camino en Gp de b a b de largo
kb,c + N+ kc,b1 por lo que Pr(Xkb,c+n—|-kc,b =b ‘ Xo = b) > 0

> Dado que ¢}, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kp.c +n+ ke p)
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Una solucion para el segundo ejercicio

Entonces existe un camino de b a b de largo kp  + k¢ p, de lo cual
concluimos que Pr(Xy, 4« , =b| Xo=5b)>0

» Dado que ¢, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kb.c + kc.b)

Sea n> 0 tal que Pr(X,=c| Xo=c¢c) >0

» Existe un camino en Gp de c a ¢ de largo n

Tenemos entonces que existe un camino en Gp de b a b de largo
kb,c + N+ kc,b1 por lo que Pr(Xkb,c-l-n—l-kc,b =b ‘ Xo = b) > 0

> Dado que ¢}, es el periodo de b, concluimos que ¢ | (kp.c +n+ ke p)

> Asi, dado que ¢} | (kp,c + kc.p), deducimos que ¢, | n

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 107 / 141



Una solucidon para el segundo ejercicio

Por lo tanto, ¢, | n para cada n > 0 tal que Pr(X, =c | Xo=c¢c) >0

» De lo cual deducimos que ¢, < /., puesto que
le=MCD{n>0]|Pr(X,=c| Xo=c)>0}
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Una solucidon para el segundo ejercicio

Por lo tanto, ¢, | n para cada n > 0 tal que Pr(X, =c | Xo=c¢c) >0

» De lo cual deducimos que ¢, < /., puesto que
le=MCD{n>0]|Pr(X,=c| Xo=c)>0}

De la misma forma se puede demostrar que ¢, < ¢, de lo cual
concluimos que £, = £, []
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Existencia de un limite: irreducibilidad y aperiodicidad

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible y aperidédica con conjunto
de estados 2

Teorema

Si a € Q, se tiene que:

1. lim Pr(X, =a| Xo = b) existe para cada b € ()

n—o0

2. lim Pr(X,=a| Xo =b)= lim Pr(X,=a| Xo = c) para
n—o0

n— o0

cada b, c € (2
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Existencia de un limite: irreducibilidad y aperiodicidad

Dado a € 2, definimos:

As = lim Pr(X,=al| Xo=b),

n—-o0

donde b es un elemento arbitrario en €2
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Existencia de un limite: irreducibilidad y aperiodicidad

Dado a € 2, definimos:

As = lim Pr(X,=al| Xo=b),

n—-o0

donde b es un elemento arbitrario en €2

Lema
Si existe a € Q) tal que \; = 0, entonces A\, = 0 para todo b €
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Existencia de un limite: irreducibilidad y aperiodicidad

Dado a € 2, definimos:

As = lim Pr(X,=al| Xo=b),

n—-o0

donde b es un elemento arbitrario en €2

Lema
Si existe a € Q) tal que \; = 0, entonces A\, = 0 para todo b €

Ejercicio

Demuestre el lema.
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Irreducibilidad y aperiodicidad: un par de ejemplos

Ejercicios

1. Construya una cadena de Markov irreducible, aperiédica y tal que
A; = 0 para todo estado a

2. Construya una cadena de Markov irreducible, aperiddica y tal que
Ap > 0 para todo estado b
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Una solucion al primer problema

Considere la siguiente cadena de Markov con conjunto de estado €2 = N:

1 1 1
4 4 4

[N
W
W

I
,#Iw

FNyTE

Esta cadena de Markov es irreducible y aperiddica.

» Es facil ver que el estado 0 es aperiddico, de lo cual se concluye que la
cadena de Markov es aperiédica dado que es irreducible
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Una solucion al primer problema

Tenemos que:

PI‘(Xn_|_1:O|X0:0) = Pr(X,,+1 :O|Xn:O)Pr(X,,:O|Xo:O) —+
Pr(Xp1 =0 Xy = 1) - Pr(X, = 1 | Xo = 0)
1 1
= 2 PHX=0[X=0)+ Pr(X,=1]| X =0)

Tomando el limite cuando n tiende a infinito obtenemos:

1 1
A = — .\ — A
0 4 o+4 1

Por lo tanto: 3 - \g = \;
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Una solucion al primer problema

Considere i > 0 y suponga que 3- \ji_1 = A
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Una solucion al primer problema

Considere i > 0 y suponga que 3- \ji_1 = A

Tenemos que:

Pr(Xn+1 :I|Xo:I)
= Pr(Xop1=i|Xo=i—1)-Pr(Xa=i—1|Xo=1) +
Pr(Xos1 =i | Xo=i+1)-Pr(Xo=i+1|Xo=1)

— %.Pr(Xn:i—l|X0:i)—|—%-Pr(Xn:i—|—1|Xo:i)
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Una solucion al primer problema

Tomando el limite cuando n tiende a infinito obtenemos:

1
A1+ 1 Ait1

1 1

S At A
—|-4 +1

1

4

AN =
3
DV VAR

R AW SW

Por lo tanto: 3 - A\ = A\j11
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Una solucion al primer problema

Concluimos que \j =3’ - \o para cada i € N

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 116 / 141



Una solucion al primer problema

Concluimos que \j =3’ - \o para cada i € N

Asi, dado que \; < 1 para cada i/ € N, se debe tener que \g =0

» Del lema concluimos entonces que A\; = 0 para cada /i € N []
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Sea {X;}:en una cadena de Markov irreducible, aperiddica y con
conjunto de estados €2 finito
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Sea {X;}:en una cadena de Markov irreducible, aperiddica y con
conjunto de estados €2 finito

Demostracion: fije un elemento b € 2

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 117 / 141



Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Sea {X;}:en una cadena de Markov irreducible, aperiddica y con
conjunto de estados €2 finito

Demostracion: fije un elemento b € 2

Para cada n € N tenemos que:

d Pr(X,=a|Xo=b) = 1

acQ)
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Por lo tanto tenemos que:

lim (ZPr(Xn =a| X = b)) = 1

acq
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Por lo tanto tenemos que:

lim (ZPr(Xn =a| X = b)) = 1

acq

Ademds, sabemos que:

lim (Zpr(xn:a\xo:b)> = lim Pr(X,=a| Xo = b)

n— 0o n— 0o
acQ ac

aen
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

Por lo tanto tenemos que:

lim (ZPr(Xn =a| X = b)) = 1

acq

Ademds, sabemos que:
lim. (ZPr(Xn =a| X = b)) = anirgo Pr(X,=a| Xo=b)
acq ael
- Y

aen

Concluimos que Z Ay, =1 []

acl
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

i Por qué la demostracién anterior no es valida si {2 es un conjunto
infinito enumerable?

> ;Qué paso de la demostracién no funciona?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y el caso finito

1C3810

i Por qué la demostracién anterior no es valida si {2 es un conjunto
infinito enumerable?

> ;Qué paso de la demostracién no funciona?

Como consecuencia de los resultados anteriores obtenemos:

Corolario

Si {X:}ien es una cadena de Markov irreducible, aperiédica y con un
conjunto de estados Q finito, entonces \; > 0 para cada a €

— El método Markov chain Monte Carlo
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Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria: el
caso finito

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
de estados €2 finito y matriz de transiciéon P

> Y sea 7 € [0,1]1*l un vector tal que 7[a] = A\, para cada a € Q
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Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria: el
caso finito

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
de estados €2 finito y matriz de transiciéon P

> Y sea 7 € [0,1]1*l un vector tal que 7[a] = A\, para cada a € Q

Teorema

7 es la unica distribucion estacionaria para {X;}ien
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Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria: el
caso finito

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible, aperiddica, con conjunto
de estados €2 finito y matriz de transiciéon P

> Y sea 7 € [0,1]1*l un vector tal que 7[a] = A\, para cada a € Q

Teorema

7 es la unica distribucion estacionaria para {X;}ien

Demostracion: Primero tenemos que demostrar que P7 =7

» Vale decir, tenemos que demostrar que (P7)[a] = 7[a] para
cada a € ()
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Dado a € 2 y un estado arbitrario ¢ € £2, tenemos que:

(P®)a] = > Pla,b]-7[b]

beQ
= Z(Pr(xlza\xozb)- lim Pr(x,,:b\xozc)>
n— oo
be)

= 1im :(Pr(Xl:a|Xo:b)-Pr(X,,:b|X0:c)>
n— oo
beQ

= lim )" (Pr(x,,+1 —a|X,=b)-Pr(X,=b|Xo = c)>
n—- 00

beQ
= lim Pr(X,1 =a| Xo = ¢)
n— oo
= lim Pr(X,=a| Xo=c)
m—- 00
= A, = 7|4
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

En segundo lugar, tenemos que demostrar que para toda distribucidn
estacionaria @ para {X:}ten, se tiene que @ = 7
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

En segundo lugar, tenemos que demostrar que para toda distribucidn
estacionaria @ para {X:}ten, se tiene que @ = 7

Suponga que Pa = &. Dado a € {2 tenemos que:
ala] = (Pd)la]
= ) Pla,b]-dlp]

= Y Pla,b]- (Pa)[b]

= Y Pla,b]- (Z Plb, c] - o7[c]>

beQ ceN

= Y ) Pla,b]-P[b,c]-dlc]

beQ ceN

= ) (Sj Pla, b] - P[b, c]> - dc]

cef bef

I1C3810 - El método Markov chain Monte Carlo
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

= Z P?[a, c] - &@]c]

ce

= Z P?[a, c] - (P&)[c]

ce

= Y P?a,q]- (Z Plc, d] - a’jd])
= > ) P?a,c]-Plc,d]-dld]

ceQ deQ

- (X pd pled) o

de) ceN

= Y P°la,d]-ald]

del
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Siguiendo con este proceso, concluimos que para todo n > 1:

dlal = ) P"a,b]-dlb]

beQ2
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Siguiendo con este proceso, concluimos que para todo n > 1:

dlal = ) P"a,b]-dlb]

beQ2

Por lo tanto:

dla] = ) Pr(X,=a|Xy=b)-dl[b]
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Existencia y unicidad en el caso finito: demostracion

Tomando el limite cuando n tiende a infinito obtenemos:

dla] = lim (Z Pr(X,=a| Xo=b)- &[b])

n—- oo

be

_ Z( lim Pr(Xn:a|X0:b)> - alb]

n— oo

Concluimos que & = 7, puesto que @[a] = 7[a] para todo a € Q []
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Un ejemplo importante: PageRank

La estructura de links en una pequena Web:

©,

ON O,
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Un ejemplo importante: PageRank

| a estructura de links vista como una caminata aleatoria:

1
4

1
4
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Un ejemplo importante: PageRank

Podemos representar la caminata aleatoria como una matriz P

> PJi,j] es la probabilidad de ir de la pagina j a la pagina i
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Un ejemplo importante: PageRank

Podemos representar la caminata aleatoria como una matriz P

> PJi,j] es la probabilidad de ir de la pagina j a la pagina i

La matriz P de nuestro ejemplo:

(1 0 3 0 0 0)
00000
P:%ooooo
1 1
Lol 100
000 00O
\0 0 0 01 0
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i/ se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a /

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 129 / 141



Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i/ se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a /

» jQué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i/ se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a /

» jQué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?

En el ejemplo tenemos que:

6
=1
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Un ejemplo importante: PageRank

El ranking de una pagina i/ se define como la probabilidad x; de que el
caminante aleatorio llegue a /

» jQué caracteristicas de la Web influyen en el valor x;?

En el ejemplo tenemos que:

6
=1

Asi, si X es un vector tal que X[/] = x; para cada i € {1,...,6}, entonces:

Px = X
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PageRank como una cadena de Markov

El proceso anterior se puede generalizar para la Web real.

» Suponemos que la Web tiene N paginas, por lo que P es una matriz
de N x N

Ademas, definimos 7@ como un vector tal que 7[i] es la probabilidad de
que el caminante aleatorio llegue a la pagina 7, paracada i € {1,..., N}
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicidon de una cadena de
Markov {X; }+en con conjunto de estados 2 = {1,..., N}
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicidon de una cadena de
Markov {X; }+en con conjunto de estados 2 = {1,..., N}

» El vector 7 es entonces una distribucién estacionaria de {X;}+en

i Como podemos asegurar que 7 existe y es tnico? jComo podemos
calcular 77
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PageRank como una cadena de Markov

P puede ser considerada como la matriz de transicidon de una cadena de
Markov {X; }+en con conjunto de estados 2 = {1,..., N}

» El vector 7 es entonces una distribucidn estacionaria de {X;}:en

i Como podemos asegurar que 7 existe y es tnico? jComo podemos
calcular 77

ilrreducibilidad y aperiodicidad son las propiedades que necesitamos!

» Dado que el conjunto de estados de la cadena de Markov es finito
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por responder:

» iPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible?

» iPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica?

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 132 / 141



Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por responder:

» ;Podemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» iPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por responder:

» ;Podemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» iPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica? No
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Dos preguntas por responder:

» ;Podemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es irreducible? No

» iPodemos asegurar que la cadena de Markov dada por P
es aperiddica? No

i Como solucionamos estos problemas?
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la
estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la

estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «

Sea U una matriz de N x N tal que U[i,j] = %, y sea a € (0,1)
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Para solucionar los problemas suponemos que el caminante aleatorio
también puede decidir moverse a cualquier pagina sin considerar la
estructura de la Web.

» Esto es controlado por un pardmetro «

Sea U una matriz de N x N tal que U[i,j] = %, y sea a € (0,1)

Definimos una matriz W, de N x N como:

W, = a-P+(1—-«a)-U
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Con probabilidad « el caminante utiliza los links para moverse, y con
probabilidad (1 — a) se mueve a cualquier pagina (sin considerar la
estructura de la Web).

» Cuanto mas grande es «, mds consideramos la estructura de la Web
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Irreducibilidad, aperiodicidad y PageRank

Con probabilidad « el caminante utiliza los links para moverse, y con
probabilidad (1 — a) se mueve a cualquier pagina (sin considerar la
estructura de la Web).

» Cuanto mas grande es «, mds consideramos la estructura de la Web

Tenemos que W, define una cadena de Markov irreducible y aperiddica.

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 134 / 141



La definicidn y calculo de PageRank

Consideramos un valor fijo de «

» En el articulo inicial sobre PageRank se consideraba ao = 0.85
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La definicidn y calculo de PageRank

Consideramos un valor fijo de «

» En el articulo inicial sobre PageRank se consideraba ao = 0.85

Definimos entonces @ como la distribucidon estacionaria de la cadena de
Markov {X;}+en cuya matriz de transicion es W,

» Esta distribucidon existe y es linica porque la cadena de Markov es
irreducible, aperiddica y tiene un conjunto finito de estados
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La definicidn y calculo de PageRank

Para cada pagina i, calculamos 7[/] utilizando la igualdad:

7] = lim Pr(X, =i|Xo=1)

n—-o0
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La definicidn y calculo de PageRank

Para cada pagina i, calculamos 7[/] utilizando la igualdad:

7] = lim Pr(X, =i|Xo=1)

n—-o0

Vale decir, la caminata comienza en la pagina 1 (una pagina arbitraria), y
el valor 7[i] se calcula utilizando un valor de n suficientemente grande.

» Obtenemos una aproximacién del valor de 7[i], pero que en la
practica es suficientemente buena
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Un ultimo comentario: el caso infinito

Considere nuevamente la siguiente cadena de Markov con conjunto de

estados 2 = N:
3 3 3 3
4 4 4 4
4 N~
1 1 1 1
4 4 4 4

Demostramos que para esta cadena de Markov se tiene que A; = 0 para
todo/ € N

» Queremos definir una condicién que nos asegure que los valores A;
forman una distribucién estacionaria para la cadena de Markov
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Una tercera propiedad fundamental: recurrencia

Sea {X;}+en una cadena de Markov con conjunto de estados 2

» Yseabefd
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Una tercera propiedad fundamental: recurrencia

Sea {X;}+en una cadena de Markov con conjunto de estados 2

» Yseabefd

Definimos T, como una variable aleatoria que registra el primer instante
de tiempo mayor a 0 en que llegamos a b, suponiendo que en el tiempo 0

estabamos en b
» Vale decir, si el valor de T, es n, con n > 1, entonces Xy = b,
Xl#b, ce ey X,,_17ébe = b

Este tiempo de retorno a b es llamado hitting time
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Una tercera propiedad fundamental: recurrencia

Definition
Sea {X;}:en una cadena de Markov con conjunto de estados €2, y
sea b € ()
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Una tercera propiedad fundamental: recurrencia

Definition
Sea {X;}:en una cadena de Markov con conjunto de estados €2, y
sea b € ()

1. b es recurrente si Z Pr(T,=n) =1
n>1

2. b es recurrente positivo si b es recurrente y E[T,] € RT

Ejercicio
De una cadena de Markov {X;}:cn con conjunto de estados 2 y un
estado b € €2 tal que b es recurrente pero no recurrente positivo.
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Una solucién para el gjercicio

Considere la siguiente cadena de Markov con conjunto de estados {2 = N:

Tenemos que 0 es un estado recurrente pero no recurrente positivo.
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Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria: el
caso general

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible, aperiddica y donde cada
estado es recurrente positivo

> Y sea 7 € [0,1]1¥l un vector tal que 7[a] = A, para cada a € Q,
donde 2 es el conjunto de estados de { X; }ien

» Notese que €2 puede ser un conjunto infinito enumerable
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Existencia y unicidad de la distribucion estacionaria: el
caso general

Sea {X;}+en una cadena de Markov irreducible, aperiddica y donde cada
estado es recurrente positivo

> Y sea 7 € [0,1]1¥l un vector tal que 7[a] = A, para cada a € Q,
donde 2 es el conjunto de estados de { X; }ien

» Notese que €2 puede ser un conjunto infinito enumerable

Teorema

7 es la dnica distribucion estacionaria para {X;}ien

[1C3810 - EIl método Markov chain Monte Carlo 141 / 141



