La demostracion general

Vamos a extender las ideas utilizadas para #KS al caso general.

Vale decir, dada una p-relacion R auto-reducible, vamos a demostrar que
si existe un FPAUG para R, entonces existe un FPRAS para R
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Algunos supuestos para la relacion R

Suponemos que R C ¥* x ¥*, y dados x, w € ¥* definimos:

Extr(x,w) = {yeX"|(x,y) € Ryexiste z€ X" tal que y = wz}
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Algunos supuestos para la relacion R

Suponemos que R C ¥* x ¥*, y dados x, w € ¥* definimos:

Extr(x,w) = {yeX"|(x,y) € Ryexiste z€ X" tal que y = wz}

Seang: X" >N, ¢ : X" xX* > Y"yo:X* — N funciones que muestran
que R es auto-reducible.

» De acuerdo a la definicidn vista en las transparencias anteriores

Ademads, sea G : ¥* x (0,1) - X" U{L} un FPAUG para R
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Algunos supuestos para la relacion R

Suponemos que R C ¥* x ¥*, y dados x, w € ¥* definimos:

Extr(x,w) = {yeX"|(x,y) € Ryexiste z€ X" tal que y = wz}

Seang: X" >N, ¢ : X" xX* > Y"yo:X* — N funciones que muestran
que R es auto-reducible.

» De acuerdo a la definicidn vista en las transparencias anteriores

Ademads, sea G : ¥* x (0,1) - X" U{L} un FPAUG para R

Finalmente, sean c,d € R tales que |X|°™ < |x|¢ + d para todo x € X*
» Sabemos que existe porque o(x) € O(log(|x]))
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Un esquema de aproximacion para R

EAR(x, ¢)
if G(x,e) = L then return 0
else
N =1
m = g(x)

t:=[180- (|x|° +d)* - m®-&e7?]
while g(x) > 0 do
for j;=1to t do

3
ni=(x )

Sea w € X7 el prefijo de largo o(x) més comdn en {y1,...,y:}
_efl. ]y € Bxtr(x, )}
' t

x = P(x, w)
1

N:=—-N
o

return
[1IC3810 - El método Markov chain Monte Carlo
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EAR es un FPRAS para R

Vamos a demostrar que EAR es un FPRAS para R
» Sean x € ¥* y € € (0,1) una entrada de EAR
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EAR es un FPRAS para R

Vamos a demostrar que EAR es un FPRAS para R
» Sean x € ¥* y € € (0,1) una entrada de EAR

Si Nr(x) = 0, tenemos que EAR(x, €) retorna el resultado correcto 0 dado que
G es un FPAUG para R

» En el resto de la demostracién suponemos que Ng(x) > 0
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EAR es un FPRAS para R

Vamos a demostrar que EAR es un FPRAS para R
» Sean x € ¥* y € € (0,1) una entrada de EAR

Si Nr(x) = 0, tenemos que EAR(x, €) retorna el resultado correcto 0 dado que
G es un FPAUG para R

» En el resto de la demostracién suponemos que Ng(x) > 0
De la misma forma, EAR(x, €) retorna el resultado correcto si g(x) =0

» ;Por qué?

En el resto de la demostracién suponemos que g(x) > 0
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EAR es un FPRAS para R

Tenemos que el valor de la funcién g disminuye en cada iteracién

» jPor qué?
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EAR es un FPRAS para R

Tenemos que el valor de la funcién g disminuye en cada iteracién

» jPor qué?

Sea s la cantidad total de iteraciones realizadas por el algoritmo.

> Tenemos que s < g(x) = m
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EAR es un FPRAS para R

EAR funciona en tiempo polinomial en |X| y %

» Puesto que G es un FPAUG para R, y EAR realiza a lo mias
m - [180 - (|x|¢ + d)3 - m® - £72] llamadas a la funcién G
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EAR es un FPRAS para R

EAR funciona en tiempo polinomial en |X| y %

» Puesto que G es un FPAUG para R, y EAR realiza a lo mias
m - [180 - (|x|¢ + d)3 - m® - £72] llamadas a la funcién G

Nos queda entonces por demostrar:

B~ w

NR(X)
Pr((1 o) < EAR(x,e) < (1+¢)- NR(X)) >
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La propiedad central

Dado i € {1,...,s}, para la iteracién i del algoritmo sean:
» x;, N; los valores de las variables x y N al principio de la iteracién
» Tenemos que x3; = xy Ny =1

> w;, a; los valores de las variables w y « calculados en la iteracidon
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La propiedad central

Dado i € {1,...,s}, para la iteracién i del algoritmo sean:
» x;, N; los valores de las variables x y N al principio de la iteracién
» Tenemos que x3; = xy Ny =1

> w;, a; los valores de las variables w y « calculados en la iteracidon

Propiedad de aproximacion

Para cada i € {1,...,s}:

ozi€ < |Extr(xi, w;)| < <1+i) a;
1—|—% NR(X,')
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Usando la propiedad de aproximacion

Tenemos que:

(1+¢) —

Nr(x)
Pr((1 o) < EAR(x,e) < (1+4¢)- Ng(x)

Pr( Nr(x) < EAR(x,e) < (1+¢)- NR(X)> —

propiedad de aproximacion

Pr(propiedad de aproximacién | +

EAR(x,e) < (1+¢) - Ng(x) |propiedad de aproximacién

I

P79

propiedad de aproximacién

NR(X)
Pr((1 o) < EAR(x,e) < (1+4¢)- Ngr(x)

Pr(propiedad de aproximacién> >

Pr (propiedad de aproximacién
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Usando la propiedad de aproximacion

Por lo tanto, para demostrar que EAR es un FPRAS para R basta acotar
inferiormente la siguiente probabilidad:

Ng(x)
Pr((1+€) < EAR(x,¢) < (1+¢)- Na(x)

propiedad de aproximacién)-

Pr (propiedad de aproximacién)
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Usando la propiedad de aproximacion

Por lo tanto, para demostrar que EAR es un FPRAS para R basta acotar
inferiormente la siguiente probabilidad:

Ng(x)
Pr((1+€) < EAR(x,¢) < (1+¢)- Na(x)

propiedad de aproximacién)-

Pr (propiedad de aproximacién)

Primero vamos a demostrar que la propiedad de aproximacién es suficiente para
tener una buena aproximacién de Ng(x)

» Después de esto vamos a acotar inferiormente la probabilidad de que la
propiedad de aproximacién se cumpla
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Definimos xs11 y Nsi1 como los valores de las variables x y N al final de
la iteracién s del algoritmo.
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Definimos xs11 y Nsi1 como los valores de las variables x y N al final de
la iteracién s del algoritmo.

» Tenemos que g(xs11) =0, Ng(xs11) = 1y el valor retornado por el
algoritmo es Ns, 4

» ;Por qué?
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Definimos xs11 y Nsi1 como los valores de las variables x y N al final de
la iteracién s del algoritmo.

» Tenemos que g(xs11) =0, Ng(xs11) = 1y el valor retornado por el
algoritmo es Ns, 4

» ;Por qué?

Dado i € {1,...,s}, tenemos que:
Xir1 =  P(xi, w;)
Nr(xit1) = |Extr(xi, i)
Nipgi = L N;
Qj
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Ademads, tenemos que:
oz,-€ < |EXtR(X,',W,')| (1_|_ _)
(1 -+ %) NR(X,') 2m
Nr(x;i) < |ExtR(x,, W,)\ (
Ni
Qi

=

(1+5) = ) Nalx)

NR(Xi) : NI

1+ = < |Extr(xi, wi)| -
2m

)
Nr(xi) - N
(1+35)

< Nr(Xit1) + Niy1 < (1 ) Nr(xi) - N;
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Ademads, tenemos que:
oz,-€ < |EXtR(X,',W,')| (1_|_ _)
(1 -+ %) NR(X,') 2m
Nr(x;i) < |ExtR(x,, W,)\ (
Ni
Qi

=

(1+5) = ) Nalx)

NR(Xi) : NI

1+ = < |Extr(xi, wi)| -
2m

)
Nr(xi) - N
(1+35)

< Nr(Xit1) + Niy1 < (1 ) Nr(xi) - N;

Asi, la cantidad Ng(x;) - N; es casi una invariante del ciclo while
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Suponiendo que la propiedad de aproximacion es cierta concluimos que:

NR(Xl) . /V1
(14 5)°

5 S
< Nr(Xsy1) - Nsy1 < (1 + %> - Nr(x1) - My
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La propiedad de aproximacion es suficiente

Suponiendo que la propiedad de aproximacion es cierta concluimos que:

NR(Xl) . /V1
(14 5)°

5 S
< Nr(Xsy1) - Nsy1 < (1 + %> - Nr(x1) - My

Por lo tanto, dado que s < m tenemos que:

NR(Xl) . N1 E m
< N - N < |14+ — - N - N
I1C3810 - El método Markov chain Monte Carlo

61 / 93



Algunas propiedades de Ng(x;) - N;

Dado que x; = xy Ny =1, tenemos que Ng(x) = Ngr(x1) - Ny

> Recuerde que queremos calcular Ng(x)
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Algunas propiedades de Ng(x;) - N;

Dado que x; = xy Ny =1, tenemos que Ng(x) = Ngr(x1) - Ny

> Recuerde que queremos calcular Ng(x)

Dado que Ng(xs11) = 1, tenemos que Ng(xs11) - Nsir1 = Nsiq

» Ademds, sabemos que EAR(x,e) = Nsi1
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Juntando los resultados anteriores obtenemos:

Nr(x)
A+ =)

< EAR(x,¢) < <1+%>m-NR(x)
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Juntando los resultados anteriores obtenemos:

Nr(x)
A+ =)

< EAR(x,¢) < <1+%>m-NR(x)

Dado que € € (0,1), tal como el caso de #KS obtenemos:

(1+i) < e? < eg+41
2m
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Juntando los resultados anteriores obtenemos:

Nr(x)
A+ =)

< EAR(x,¢) < <1+%>m-NR(x)

Dado que € € (0,1), tal como el caso de #KS obtenemos:
(1+i) < e? < e+l
2m

Ejercicio
Demuestre que ez < ¢+ 1 considerando que 0 < € < 1y el intervalo
donde la funcién f(x) = e2 — x — 1 es negativa.
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Asi, suponiendo que la propiedad de aproximacién se cumple obtenemos:

NR(X)
(1+¢)

< EAR(x,e) < (1+4¢)- Ngr(x)
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Asi, suponiendo que la propiedad de aproximacién se cumple obtenemos:

NR(X)
(1+¢)

< EAR(x,e) < (1+4¢)- Ngr(x)

Vale decir, hemos demostrado que:

Ng(x)
Pr((1+€) < EAR(x,e) < (1+4¢)- Ng(x)

propiedad de aproximacién) =1
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La propiedad de aproximacion es suficiente: conclusion

Asi, suponiendo que la propiedad de aproximacién se cumple obtenemos:

NR(X)
(1+¢)

< EAR(x,e) < (1+4¢)- Ngr(x)

Vale decir, hemos demostrado que:

Ng(x)
Pr((1+€) < EAR(x,e) < (1+4¢)- Ng(x)

propiedad de aproximacién) =1

De esta forma, para terminar la demostracién tenemos que demostrar:

. . L4 3
Pr (propledad de aprOX|maC|on) > 2
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién)

Fijei e {1,...,s}

» | corresponde a una iteracién de EAR

Para cada u € Y7 definimos la variable aleatoria:

{je{l,...,t} | Tz X" : y; = uz}

X, =
t
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién)

Fijei e {1,...,s}

» | corresponde a una iteracién de EAR

Para cada u € Y7 definimos la variable aleatoria:

{je{l,...,t} | Tz X" : y; = uz}

X, =
t

Xy, es un promedio de t variables aleatorias que toman valor 0 6 1, las cuales
denotamos como Xj , paraj € {1,...,t}

> Xiu(yj) =1siy;=uz paraalgin z € £, y Xj ,(y;) = 0 en otro caso

t
_ 1
Vale decir, tenemos que X, = : E;Xju
J:
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién)

Tenemos que:

t

t
1 1
Var[X,] = Var[=3 X, = =S Varx,] < =51 = =
t 2 < t t

j=1
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién)

Tenemos que:

t t t

1 1 1 1
Var[X,] = Var[? ZXJ“] = pZVar[Xj,u] < 521 = -

j=1 j=1 j=1

Dado que t = [180 - (|x|° + d)> - m* - €], por la desigualdad de Chebyshev
concluimos que:

c 2 2
Pr<|Xu—E[Xu]|2 £ ) < 36 - (|x|° + d)° - m* - Var[X,]

6-(|x|c+d)-m g2
36 - (|x|© 4+ d)* - m*
g2 -t

36 - (|x|© 4+ d)* - m*
<
— e2-180-(|x|c+d)3 - m3.e—2

1
5-(Ix|¢+d)-m

IA
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

El valor de cada variable aleatoria X, es una funcién de las
variables y1,..., v

» Podemos entonces hablar de X,(y1, ..., yt)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

El valor de cada variable aleatoria X, es una funcién de las
variables y1,..., v

» Podemos entonces hablar de X,(y1, ..., yt)

De la misma forma, el valor de la variable aleatoria «; es una funcion de
Yi,---, Y, Y podemos hablar de a;(y1, ..., y:)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

Suponga que v es el valor de w;. Si los valores de la variables y1, ..., y: en la
iteracién / son ai, ..., a:, respectivamente, entonces tenemos que:
ai(ai,...,ar) = Xo(a1,...,at)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

Suponga que v es el valor de w;. Si los valores de la variables y1, ..., y: en la
iteracién / son ai, ..., a:, respectivamente, entonces tenemos que:
ai(at,...,ar) = Xo(a1,...,a:)

Ademas, en general tenemos que:

ai(yr,...,ye) = max Xu(yi,...,yt)
uEZJ(Xf)
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Definiendo «; en términos de las variables aleatorias X,

1C3810

Suponga que v es el valor de w;. Si los valores de la variables y1, ..., y: en la
iteracién / son ai, ..., a:, respectivamente, entonces tenemos que:
ai(ai,...,ar) = Xo(a1,...,at)

Ademas, en general tenemos que:
ai(yr,...,ye) = max Xu(yi,...,yt)
uEZU(Xi)
Es importante notar que no podemos concluir que:

ai(yr, ..., ve) = Xo(yi,---,Ye),

dado que v es un string fijo calculado en la iteracién i

— El método Markov chain Monte Carlo
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No podemos concluir que «;(y1,...,¥:) = Xo(V1, -, V)

Suponga que ejecutamos el algoritmo nuevamente obteniendo v/ como el

valor de w;
» Ademas, suponga que los valores de la variables yq, ..., y; en la
iteracion / de esta nueva ejecucion son by, ..., bs, respectivamente.
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No podemos concluir que «;(y1,...,¥:) = Xo(V1, -, V)

Suponga que ejecutamos el algoritmo nuevamente obteniendo v/ como el

valor de w;
» Ademas, suponga que los valores de la variables yq, ..., y; en la
iteracion / de esta nueva ejecucion son by, ..., bs, respectivamente.

Sabemos que «;(by,...,bt) = X,/ (b1,..., bt)

[1C3810 - El método Markov chain Monte Carlo 69 / 93



No podemos concluir que «;(y1,...,¥:) = Xo(V1, -, V)

Suponga que ejecutamos el algoritmo nuevamente obteniendo v/ como el

valor de w;
» Ademas, suponga que los valores de la variables yq, ..., y; en la
iteracion / de esta nueva ejecucion son by, ..., bs, respectivamente.

Sabemos que «;(by,...,bt) = X,/ (b1,..., bt)

Perosi v v'y X,(by,...,b) < X,/ (by1,...,b:), entonces tenemos que:

ai(bi,....be) # X(bi,.... b)
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > §)

Queremos entender cudn cercar estd «; de E[X,,]

> Vale decir, queremos acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 9)
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > §)

Queremos entender cudn cercar estd «; de E[X,,]

> Vale decir, queremos acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > 9)

Dado que a; = mé>(<)Xu, no podemos utilizar la desigualdad de
Chebyshev para acotar superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > ¢)

» jPor qué?
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > §)

Si |a; — E[X,,]| > 0 en la iteracidn i, entonces se debe tener que
‘XWI o E[XWI]‘ >0

» Y si esperamos que esto se cumpla en la iteracién i de cada ejecucién de

EAR, entonces en cada ejecucién debe ser posible encontrar u € ¥
tal que | X, — E[X,]| > §
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Acotando superiormente Pr(|a; — E[X,,.]| > §)

Si |a; — E[X,,]| > 0 en la iteracidn i, entonces se debe tener que
‘XWI o E[XWI” >0

» Y si esperamos que esto se cumpla en la iteracién i de cada ejecucién de

EAR, entonces en cada ejecucién debe ser posible encontrar u € ¥
tal que | X, — E[X,]| > §

Por lo tanto, tenemos que:

Pr(jaj — E[X,,]| > 6) < Pr( \/

X, — E[X,]| > 5>
uey¥ o)
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Acotando superiormente Pr(|a; —

E[Xw]| =

Utilizando la conclusién de la transparencia anterior:

3

Pr<|a; — E[Xw.]| >

6 - (|x]¢ +d)-

")

)

’X,"C—I—d

g
p X, — E[X,]| >
( Vv [’ O () »
ey (xj)
g
Pr( X, — E[X,]| >
2 '(' | ”—6-<|x|c+d>-m>
UEZU(X
uey o (xp) S (|X|C T d) -m
1 .
'ZU(XI)<
5-(|x|c+d)-m pa —
1 1
(x| +d) = — .
5 (Xt d) m Pl Hd) =50 (

I1C3810 - El método Markov chain Monte Carlo
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i Por qué EAR elige el prefijo de largo o(x) mas comdn
en {y1,...,y:e}?

Como w; se elige como el prefijo de largo o(x;) mas comuin en {y1,..., y:},
sabemos que:

_ Wie{l,.. t}lyeBxtrCawi)} ot 1
t .

&

|
™
2

X

~
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i Por qué EAR elige el prefijo de largo o(x) mas comdn
en {y1,...,y:e}?

Como w; se elige como el prefijo de largo o(x;) mas comuin en {y1,..., y:},
sabemos que:

_ Wie{l,.. t}lyeBxtrCawi)} ot 1
t — | |0(Xf) t

1 S 1 S 1
00 = [al+d = |xlc+d

&

Concluimos entonces que:

g g
Prllor —EXull<ar- =) > Prlloi— E[X.]| <
r(!oz [Xw,]| < « 6m> > r(!oz [ ’]|_6-(\x|<-‘—|—d)-m>
> 1o b
- 5m
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Dos desigualdades utiles

Tenemos que 1 + -~ > 1+ -
5m om
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Dos desigualdades utiles

Tenemos que 1 + = > 1+ =
5m om

Por otra parte, para € € (0,1) también se tiene que:

1 ] €
1+ = 6m’
puesto que m > 1y:
1 g 5m om— ¢
<1l—-— <& <
1+ = 6m Sm+e ~ 6m
& 30-m*<30-m+6-m-e—5-m-g—¢g°
= 52§m-8
& e<m
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Una cota inferior para Pr(|a; — E[X,, ]| < «; - 6%)

Usando todas las desigualdades anteriores concluimos que:

1 €
P o <EX, 1< ([14+—=—) a
r((H%m @ < Bl (+5m> O‘>

Pr(<1— 6%) car < E[X,,] < <1+ 6im> .&,) _

E
Pr( |a; — E[X,]| < a; - —
(10— BN < 0i- )

1 —
5m
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Acotando E[X,, |

Por definicion de X,,., se tiene que:
1 t
E[XW,'] = E [; Z )<J.,Wi]
j=1
1 t
? Z E[)<j,Wi]
j=1
1 t
= 12 (1 Pr(Xj, =1)+0-Pr(X, = 0>>
j=1

3 el

_jI]. yEEXtR(X,',W,')

L elan) )

yEEXtR(X,',W,')
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Acotando E|[X,, ]

Como G es un FPAUG, tenemos que:

) W S P”(g<x”%> ”) : (”%)'N:(xo
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Acotando E|[X,, ]

Como G es un FPAUG, tenemos que:

) W S P”(g<x”%> ”) : (”%)'N:(xo

Por lo tanto:

1 1 € 1
Z )(]_ + ﬁ) . NR(X;) S E[XW’] S Z (1 T m> . NR(X,')

y €Extr(x;,w; yEExtr(x;,w;)
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Acotando E|[X,, ]

Como G es un FPAUG, tenemos que:

) W S P”(g<x”%> ”) : (”%)'N:(xo

Por lo tanto:

1 1 € 1
Z )(]_ + ﬁ) . NR(X;) S E[XW’] S Z (1 T m> . NR(X,')

y €Extr(x;,w; yEExtr(x;,w;)

De lo cual concluimos que:

1 |EXtR(X,', W,')| ( € > |EXtR(X,', W,')|
: < E[(X,| < (14+— -
(]. + %) NR(X,') — [ '] - dm NR(X,')
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Otra desigualdad util

Para ¢ € (0, 1), se tiene que:
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Otra desigualdad util

Para ¢ € (0, 1), se tiene que:

Puesto que ¢ € (0,1) y:

g g g
1+—>(14+— )11+ —
+2m_<+5m) <+4m
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1+ —2>1
+2m_ +4m+5m
2
€ € € g
>
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Acotando inferiormente Pr((lj:‘fi < |EX7\//?R(E<;)W:')I <(1+35%)- )
2m J

Usando las desigualdades anteriores, tenemos que:

1 1 g |EXtR(X,', W,')‘
o < EXy | = o < (14— |-
T B = gy e (1) T
1 |EXtR(X,', W,')‘
= € cy i <
(1+55) 1+ 75 Nr(xi)
N 1 g < |EXtR(X,', W,')|
(14 5= Ngr(x;)
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Acotando inferiormente Pr((lj:‘fi < |EX7\//?R(E<;)W:')I <(1+35%)- )
2m J

Usando las desigualdades anteriores, tenemos que:

1 1 g |EXtR(X,', W,')‘
o < EXy | = o < (14— |-
T B = gy e (1) T
1 |EXtR(X,', W,')‘
= QS
(I+355) -1+ Nr(x;)
N 1 g < |EXtR(X,', W,')|
(14 5= Ngr(x;)

De la misma forma obtenemos:

£ |Extr(x;, w;)| £
E[X, ]1<([1+ — ) - a = <(1+—) o
Y] < ( + 5m> « Ngr(x;) + 2m @
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Acotando inferiormente Pr((lj:‘fi < |EX7\//?R(E<;)W:')I <(1+35%)- )
2m J

Juntando todo lo anterior, finalmente concluimos que:

o7 |Extr(x;, w;)| £
P < < (12 ). a) >
r<(1+§)— Nelx) " "2m) %) 7

Pr(( - gE[XW,]§<1+5i)-oz,-> > - -

1+5im m 5m
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién): el
paso final

Recuerde que nuestro objetivo es demostrar que:

Pr(propiedad de aproximacién) >

W
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién): el
paso final

Recuerde que nuestro objetivo es demostrar que:

Pr(propiedad de aproximacién) >

W

Tenemos que:

Pr(propiedad de aproximacién) =

S

P”</\1[<1f%)§ SNt S (“ﬂ) QD -

HP’((l zm)—|Exxf§?i?>Wi)| (14 5m) ) 2

1(-55) - (-55) = (-55)
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Acotando inferiormente Pr(propiedad de aproximacién): el
paso final

1\"” 1 3
Dado que m > 1 tenemos que [ 1 — — > e75 — — > —
5m 4

Concluimos finalmente que:

1\"7 _ 3
Pr(propiedad de aproximacién) > |1 — — > =
5m 4

Esto termina la demostracion del teorema. ]
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