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El Resultado Mismo

Definimos la funcién #SAT : ¥* — N como:

#SAT(p) = |[{o : 0 es una valuacién sobre las variables de ¢ y o(¢) = 1.}|

Dada una funcién Q : £* — {0, 1}, definimos la funcién
USATq : ¥* — {0,1}:

0 si #SAT(p) =0,
USATg(p) =<1 si #SAT(p) =1,
Q(p) s #S5AT(p) > 2
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El Resultado Mismo

Teorema (Valiant-Vazirani [2])

Existe un procedimiento aleatorizado que funciona en tiempo polinomial
que, dado una férmula ¢ con n variables, genera n + 1 férmulas
©o, - - -, Pn tales que:
o Si p es satisfacible, existe algun p; tal que #SAT(yp;) =1 con
probabilidad > %.
@ Si ¢ no es satisfacible, para cada ¢; se tiene que #SAT(p;) = 0.

Corolario
Si para alguna funcion Q se tiene que USATg € RP, entonces NP = RP.

iPor qué nos interesa?
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Motivacion

@ Evidencia de que la dificultad de SAT no estd en el nimero de
soluciones.

Parity-P - @®P:
L € &P si existe una maquina no determinista que funciona en
tiempo polinomial M tal que para cada w € {0,1}*:
e Si w € L, entonces M(w) tiene un # de rutas de aceptacién impar.
e Si w ¢ L, entonces M(w) tiene un # de rutas de aceptacién par.

@ Corolario del teorema: NP C BPP®P
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Mostraremos la demostracién del teorema de Valiant-Vazirani hecha por
llya Posov para la TU de Miinchen [1].
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Hiperplanos

Sea H C {x1,...,xn}. El hiperplano ny es una férmula tal que para cada
valuacién o se cumple que o(ny) =1 siy sélo si |[{x; : o(x;) = 1}| es par.

La féormula misma es
nH = ( @ xi) @ 1.
x;€H

Ejemplo: si H = {x1, xa, x5 }, entonces ny = x1 ® x4 ® x5 O 1.

Por simpleza, notaremos subconjuntos de {xi,...,x,} y valuaciones como
vectores en {0,1}".

e H=(a1,...,a,) donde a; =1 ssi x; € H.

e 0 =(a1,...,ap) donde a; =1 ssi o(x;) = 1.

Por la construccién de 1y se puede entender que o(ny) = 1 si los vectores
oy H son ortogonales.
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Construccién de g, ..., ¢,

Elegimos n conjuntos Hy, ..., H, € {0,1}" aleatoriamente. Las férmulas
son:

Yo = ¢

P1 =P AN

w2 = @ ANH A NH,
©n =@ NANH ANH, N -+ ANH,

Supongamos que ¢ es satisfacible. Sea k tal que 2% < #SAT(p) < 2k+1,

A continuacién vamos a demostrar que #SAT (pk4+2) = 1 con probabilidad
1

p=3-

Martin Mufioz (P Universidad C. de Chile) Teorema de Valiant-Vazirani TATC, 2016 8 /14



Demostracion del teorema

Lema

Dada una valuacion o, sea I, = {H | H € {0,1}" y o(nn) = 1} y sea

F» = {0,1}"\ T,. Para toda valuacién o # 0", se tiene que |[,| = |T,|.
Ademads, para cada par de valuaciones o1, o5 distintas a 0" se tiene que
“_01 N raz‘ = |r01 N r02|-

Corolario

| A

e Dada una valuacion o # 0", al elegir H € {0,1}" aleatoriamente se
tiene PH(O'(UH) = 1) = %

@ Dadas dos valuaciones distintas o1, 07, se tiene que Py(o1(ny) = 1)
y Pr(o2(ny) = 1) son independientes.
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Demostracion del teorema

Sea ¥ = {0 | o(¢) =1}. Tomemos un ¢* € ¥. Definimos:
Pox = Pp,.. n,(0" es la Unica valuacién que satisface py2),

que es igual a

po+ = Ph,... H,(Para todo i < k + 2 se tiene que o*(ny.) =1
y para cada otro 0’ € X existe un i < k + 2 tal que o’(np;) = 0).

Ahora, por la segunda parte del corolario, tenemos que

Por = Py 1, (Vi < k+2, 0%(nn,) =1)
“Puy,. 1, (Vo' € T\ {o*}3i < k+2, o'(ny,) = 0))
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Demostracion del teorema

Llamemos:

® Py = Py, n,(Para todo i < k + 2 se tiene que o*(np,) =

© P =Py, .H,(Vo' € T\ {o"}3i < k + 2 tal que o'(nh;)
Luego

1
0).

Pox = P1 - Pa.

Como cada H; es independiente a los demds, P; se puede calcular

considerando que se elige solo un H € {0,1}" aleatoriamente. Usando la
primera parte del corolario,

. 1
Py = (Pu(o*(nn) = 1))<2 > kT2
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Demostracion del teorema

Ahora, tenemos que

P> = Py, . ,HH(VU e X\ {o*}3i < k+ 2 tal quea(n,_,)zo)
1— Py, H, (30" € 2\ {0*}Vi < k + 2 tal que o’(ny;) = 1).

Luego para cualquier o/ € £\ {o*},
P2 > 1-— (‘Z| - 1)PH1,...,H,7(V/. < k + 2, O'I(T]HI.) = 1),

y por la construccién del k y usando nuevamente la primera parte del
corolario,

1 1
k+1 / _ k+2 k+1 _
P>>1-2 (PH(U("?H)*l)) >1-2 2k+27§7
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Demostracion del teorema

Finalmente, tenemos que

Pox = Ph,... H,(0* es la tnica valuacién que satisface ¢y o)
=P Py

[y

< 1 1
= ok+2 "9 T ok+3
Para terminar, notar que |X| > 2k, 'y por el principio de inclusién-exclusién,

2k

PH,....H,(Fo € X tal que o es la tnica valuacién para @yy2) > oY=t

Concluimos que

2k 1
p= PH17~-,Hn(#SAT((Pk+2) = 1) > k13 =—-. [
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