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Definicién del Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

Algo de notacién

Buscando un equilibrio aproximado

Definicién

Un n-juego finito G se define como ([n], {Sp} pefn), {Up(-)} pefn)), donde

m Tenemos un conjunto de n jugadore [n] = {1,2,...,n}

m Cada jugador p € [n] tiene un conjunto finito de acciones o
estrategias Sp,.

m El conjunto S = X ,¢[,S, es el conjunto de perfiles de acciones.

m Cada jugador puede elegir una distribucion de estrategias
x, € A% = {y, e RT | > os,es, Yo(sp) =1, m=|Sp[}.
m Cada jugador tiene una funcién de utilidad u, : S — R

Dado un perfil de estrategias mixtas x € A = xPE[H]ASP, la ganancia del
jugador p esta dada por el valor esperado de la utilidad

up(X) = ESNX[UP(S)]
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Equilibrio de Nash

Buscando un equilibrio aproximado

Dada un perfil de estrategias s € S, denotamos por s, la estrategia del
jugador py s_, como las estrategias de todos los demas. Similarmente,
dado x € A, decimos que x, es la distribucion de estrategias del jugador
py x—p la distribucién de estrategias de todos los demas.

Bajo esta notacién tenemos:

Definicién

Una distribucién de estrategias x € A es un Equilibrio de Nash si para
todo jugador p y para todo par de estrategias sp, s,’j € 5, tal que
Xp(sp) > 0, tenemos

up(Spi X—p) = p(spi x—p)

En otras palabras, x es un equilibrio de Nash si y sélo si ningtin jugador
tiene algln incentivo para cambiar su estrategia.
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Definicién del Problema Lema c € o fijo de Brouwer Demostracién

{ e—NASH
Buscando un equilibrio aproximado

Para poder lidiar con nlimero irracionales introducimos al nocién de una
equilibrio aproximado:

Definicion

Sea € > 0. Una distribucién de estrategias x € A se dice ser un
e-equilibrio de Nash si para todo jugador p y para todo par de estrategias
Sp, Sp € Sp tal que x,(sp) > 0, tenemos

up(Spi X—p) = p(spi Xx—p) — €
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Definicién del Problema Len rner P iwer Demo: n

NASH como problema computacional g8}

Buscando un equilibrio aproximado

Ahora si estamos en condiciones de, por fin, definir nuestro problema

NASH

Dado un n-juego finito G y un ndmero racional € > 0, encontrar un
e-equilibrio de Nash para G.

| A\

Notar que

A nuestro problema le pasamos un juego, para eso le tenemos que dar
explicitamente la utilidad de cada jugador correspondiente a cada perfil
de estrategias.

Qué tan grande puede ser la representacion de un juego de n jugadores?
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| Prob| 2 Lema de Sperner Pun jo de Brouwer Demostrai

Lema de Sperner

El dltimo ingrediente

Sea n € N fijo. Para el mallado triangulizado de paso § = 27" del
cuadrado unitario [0,1]? y los colores {0,1,2}, se define la siguiente
propiedad P:

Definicién(Propiedad P)

m Los lados x; =0y x, = 0 del cuadrado, con no contienen vertices
con el color 1 ni 2.

m Los lados x; =1y x, = 1 del cuadrado no contienen vertices con el
color 0.

Lema(Sperner en 2 dimensiones)

Todo mallado triangulizado del cuadrado unitario que cumpla la
propiedad P contiene un tridngulo con todos sus vértices de distinto color.
v
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Figure: Un ejemplo en [0, 1]2.
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lel Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

SPERNER como un porblema computacio@

El dltimo ingrediente

A partir del lema se define el siguiente problema computacional

2D-SPERNER

Dada una funcién de coloracién, definida por un circuito C de 2n inputs
(los sufucientes bits para representar cualquier punto del mallado) que
retorna un color 0, 1 o 2. Encontrar x € {0,1}°" tal que viola la
propiedad P o un tridngulo tricromatico.
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1 del Problema Lema de Sperner Pun j ouwer Dem

SPERNER € PPAD

Qué tan dificil es el problema NASH

Probaremos que dada una instancia del problema SPERNER, su solucién
estd garantizada por el argumento de paridad para grafos dirigidos.

AVANEIANN
L
ST
SR
SRIASAYANAN
INININININ,

%, %,

L

72

]

Figure: Un ejemplo en [0, 1]%.
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Definicién del Problema Lema de Sperner P

No le quitemos mérito a Sperner

Lo general es mejor que lo particular

Observacién

El lema de Sperner se cumple para cualquier n-cubo dividido en n-simplex
mas pequenos. El problema computacional es facilmente generalizable y
se puede argumentar que el problema sigue estando en PPAD.
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Definicién del Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

Punto fijo de Brouwer

De vuelta a lo continuo

Teorema de Brouwer

Toda funcién f : D — D continua sobre un dominio D C R™ compacto
(cerrado y acotado) y convexo (sin hoyos) tiene un punto fijo, es decir,
existe x € D tal que f(x) = x

Pero tenemos un problema, estamos trabajndo con funciones continuas
que, posiblemente, tomen, valores irracionales, qué hacemos? Hint:
discretiza tu problema.
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1a de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

Punto fijo de Brouwer

Lo que un computador quiere (puede) escuchar

Supongamos que nuestro dominio compacto y convexo es el cubo unitario
[0,1]™ y que nuestra funcién f estd dada por un algoritmo eficiente IM¢
que para todo punto x en el cubo, escrito en binario, computa f(x).
Ademds, f es Lipschitz continua, es decir, cumple con la propiedad

d(f(x),f(y)) < K-d(x,y)

para alguna constante K y para todo x, y € [0,1]™.
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Punto fijo de Brouwer Demostra

Punto fijo de Brouwer

Lo que un computador quiere (puede) escuchar

Bajo estos supuestos tenemos la siguiente garantia

Para todo € > 0 existe un e-aproximado punto fijo x tal que
d(x, f(x)) < e y cuyas coordenadas son multiplos enteros de 29 donde
d depende de K, € y la dimension m

Si la funcién f no fuera Lipschitz continua estariamos en serios
problemas.
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el Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracic

BROUWER como un problema computaa@al

Lo que un computador quiere (puede) escuchar

BROWER

Dado un algoritmo eficiente I para evaluar f : [0,1]” — [0,1]™, una
constant K tal que f sea K-Lipschitz continua y un precision deseada e,
encontrar un punto x tal que d(x, f(x)) <e
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| Prob| perner Punto fijo de Brouwer Demostracion

BROUWER <, SPERNER

BROUWER € PPAD

m Triangulacién. Dividir el cuadrado unitario en cuadrados (mucho)
mdas pequefios de lado igual a  donde § depende de € y K. Luego
dividir estos cuadrado en dos tridngulos rectos iguales.

m Coloraciéon. Coloreamos cada vértice x seglin la direccién en que f
mapea x. Esto se puede medir, por ejemplo, con el dngulo que
forman f(x) — x y la horizontal

Figure: Una forma de asignar la coloracién
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1a Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

Qué tan dificil es el problema NASH @

La tan esperada reduccién

Teorema
NASH € PPAD

El objetivo es demostrar que NASH <, BROUWER. Por suerte, Nash en
su publicacién original hizo algo parecido.
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Definicién del Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

m Demostracion

Necesitamos contruir una funcién definida en el cubo unitario que sea
Lipchitz continua y tal que si encontramos un e-punto fijo, entonces
encontramos un d-equilibrio de Nash. Para eso necesitamos un par de

definiciones.
Definicion
Sea x € A. Para una jugador p y una estrategia s, definimos la ganacia
como
Gp;sp(x) = max{up(sp; xp = —up(x),0}

En palabras, la ganacia es igual a al incremento del pago de p jugando la
estrategia s, si es que es positivo.

N
N
N
N
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del Problema Lema de Sperne Brouwer Demostracién

La reduccion

Ahora construimos nuestra funcién de Nash f : A — A como sigue.
Dado x € A, definimos f(x) = y, donde para cada jugador p € [n] y
sp € Sp, tenemos

_ Xp(sp) + Gp;sp(x)
1+ Zs;esp Gp;s;(x)
Claramente f es continua. Por otra parte, como A es un producto de

simplices, es facil ver que es convexo, cerrado y acotado. Nos falta
probar que f sea Lipschitz.

Yp(sp)
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el Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

El juego de los penales

| kick left  kick right
dive left | (1,-1) (-1,1)
dive right | (~1,1)  (1,-1)

Table: El juego de los penales

Figure: Como se veria la funcién de Nash en el juego de los penales
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jo de Brouwer Demostracién

Demostracion

Teorema (Daskalakis-Goldberg-Papadimitriou 2009)

Para cualquer par de perfiles de estrategias mixtas x, y,
[£(x) = F(¥)loo < (1 + 2Umaxn - m(m + 1)) - |x = yloo

donde u,ax es el valor absoluto maximo de algtin pago en el juego, m es
una cota superior para el nimero de estrategias de un jugador y n es el
nimero de jugadores.

Para concluir la reduccién, tenemos que establecer que la funcién f
preserva la aproximacion, esto es, si es que tenemos un e-punto fijo, este
corresponde a un §(¢e)-equilibrio de Nash.
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el Problema Lema de Sperner Punto fijo de Brouwer Demostracién

Demostracion

Teorema (Daskalakis-Goldberg-Papadimitriou 2009)

Sea f la funcién de Nash definida como arriba y x tal que
|f(x) — X|oo < €. Entonces x es un d-aproximado equilibrio de Nash del
juego donde

6= m\/e(14+ m- tma)(1+ Ve(1 + M- tmax)) Max(tmax, 1)

donde upax es el valor absoluto maximo de algtin pago en el juegoy m es
una cota superior para el nimero de estrategias de un jugador.

v

Esto concluye nuestra prueba de que NASH € PPAD.
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Demostracién
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