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Overview

o Repaso de conceptos
@ Lenguaje parametrizado
o Clase FPT
o Clase para-NP
o Clase XP
@ Reducciones fpt

© Jerarquia W
@ Motivacién
e Jerarquia W
@ Problemas completos

© Clase W[P]
@ Clase W[P]
@ Relacién con otras clases
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Lenguaje Parametrizado

Consideremos el alfabeto .

Una parametrizacion k : £* — N es una funcién computable en tiempo
polinomial.

Un lenguage parametrizado es un par (L, k), donde L C ¥* y k es una
parametrizacion.

e e.g. (SAT, k) con k(p) = |var(p)|
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Fixed-Parameter Tractable

Una MT M es fixed-parameter tractable con respecto a k (k-fpt) si existe
una funcién computable f : N — N y un polinomio p tal que el tiempo de
ejecucién de M con input w es a lo mds f(x(w)) - p(|w|).

Un lenguaje parametrizado (L, k) es fixed-parameter tractable (fpt) si
existe una MT M que sea k-fpt y tal que L(M) = L.

@ Cada vez que hablemos de un lenguaje, tendrd asignada una
parametrizacién k.

Definimos la clase FPT como el conjunto de todos los lenguajes que sean
fpt.
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Una MT no determinista M es k-fpt si existe una funcién computable
f : N — Ny un polinomio p tal que el tiempo de ejecuciéon de M con
input w es a lo mas f(k(w)) - p(|w|).

Un lenguaje parametrizado (L, k) pertenece a para-NP si existe una MT
no-determinista M que sea x-fpt y tal que L(M) =L
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Un lenguaje (L, k) pertenece a XP si existe una funcién computable
f:N— Nyuna MT M que con input w decide si w € L en tiempo

w| D) 4 £ ((w))

@ ;Qué complejidad tendria el lenguaje de la i-slice de (L, k)?
Es claro que FPT C XP.
@ jPuede ser que FPT = XP?
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iEn qué quedamos?

Relaciones entre las clases vistas hasta este momento
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Reduccién fpt

Consideremos los lenguajes parametrizados (L1, /1) y (L2, k2). Un mapeo
R :¥* — ¥* se dice que es reduccién-fpt de (L1, %1) a (La, k2) si:
Q Paratodow e ¥*, we L3 & R(w) € L,

@ R es computable por una k-fpt MT. Es decir, existe una funcién
computable f y un polinomio p tal que R(w) es computable en
tiempo (i (w)) - p(|wl).

© Existe una funcién computable g : N — N tal que
k2(R(w)) < g(k1(w)) para todo w € *

e Pronto veremos para qué sirve esta condicién
Si existe dicha reduccién, diremos que (L1, 1) es fpt-reducible a (Lo, K2),
o (Ll, /471) Sfpt (L2, 1422)
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Nuevas clases de complejidad

Existen problemas naturales que las clases vistas hasta ahora no capturan.
Para el problema parametrizado p-CLIQUE no se conoce una fpt-reduccién

a ninguna de estas tres clases
Por esto, surge la definicion de un nuevo conjunto de clases de

complejidad parametrizada.

9 /20
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Conceptos de légica

Antes de poder definir formalmente la jerarquia W, se tienen que definir
algunos conceptos de légica.

Definicidn

M; y X; se definen inductivamente de la siguiente forma:

@ [y y X corresponden a las clases de férmulas sin cuantificadores.
@ Parat >0

@ Y. es la clase de férmulas de la forma 3x;...3xxp donde ¢ € I,
e ;1 es la clase de férmulas de la forma Vx;...Vxxp donde ¢ € ¥

Ejemplo

Ixy IVyIzVin VurVus(R(x1, y, z) V R(x2, u3, u2) V = R(y, u1, x2)) es una
> 4-férmula.
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Sea ¢(X) una férmula en légica de primer orden con una variable
relacional libre X de aridad s. Se define L(¢(X)) como el lenguaje de
todos los pares (2, k) donde 2 es una estructura de primer orden para la
cual existe una relacién S C dom(2)*® de cardinalidad k tal que 2 = ¢(S).

Dada una férmula en LPO ¢(X) con una variable relacional libre X, el

problema parametrizado P-WD,, se define como (L(¢(X)), k), donde
(2, k) = k

Definicion
Para la clase ® de las férmulas en LPO con una variable relacional libre,
P-WDe corresponde al conjunto (J,cq P-WD,
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Definicidn

M:(X) es el conjunto de férmulas de forma I; descrita anteriormente
donde la férmula ¢ sin cuantificadores incluye adicionalmente la variable
relacional X.

Jerarquia W

Sea t € N. W]t] es el conjunto de problemas fpt-reducibles a algiin
problema en P-WDp, (x). Esto se denota como [P-WDp, (x)]*
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W[1] y P-CLIQUE

Teorema
P — CLIQUE es fpt — completo para W/[1].

P-CLIQUE € W[1].

P(X) = IxVy(X(x) A X(y) Ax # y — E(x,y))
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W[2] y P-DOMINATING-SET

P — DOMINATING — SET € W|2].

p(X) = Vxy (=X(x) = (E(x,y) A X(y)))
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Clase W[P]

© Sea X un alfabeto y k : ¥* — N una parametrizacién. Una maquina
de Turing M con input el alfabeto ¥ es llamada x — restricted si
existen funciones computables £, h: N — N y un polinomio
p € Ng[X] tal que en cada ejecucién con input x € £* la maquina M
lleva a cabo a lo mas f(k) - p(n) pasos, a lo mas h(k) - log n de ellos
siendo no deterministicos. Siendo n := |x| y k := k(x).

@ WI[P] es la clase de todos los problemas parametrizados (Q, k) que
pueden ser decididos por una maquina de Turing no determinista
K — restricted.

Ivén Rubio Venegas (PUC) Complejidad Parametrizada 9 de Junio, 2016 15 / 20



Relacién entre W[P], FPT, XP y para-NP

Proposicién
FPT C W[P] C XP N para— NP

Demostracién

e FPT C WI[P]y WI[P] C para— NP son triviales.

e WI[P] C XP se cumple porque la simulacién de h(k) - log n pasos no
deterministas de una maquina de Turing con s estados por un
algoritmo determinista, requiere tiempo O(s"(k)1egn) — pO(h(k)),
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Relacién entre W[P] y la jerarquia W

Proposicién
p-WD — FO C WIP]. Por lo tanto W[t] C W[P] para todo t > 1.

Demostracion

Sea (X)) una férmula en LPO, donde X tiene aridad s. Un algoritmo
para el problema p-WD,, es el siguiente:

© Dada una estructura 2y k € N, de forma no determinista adivina k
veces una tupla en A®

@ Deterministicamente verifica que el conjunto S de tuplas tiene
cardinalidad k y 2 = ¢(S).

© Adivinar S requiere s - k - log |A| bits no deterministas.
Q La verificacién 2 = ¢(S) requiere tiempo polinomial.
@ Por lo tanto, p-WD,, esta en W[P]

v
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Relacién entre W[P] y la jerarquia W

Relaciones entre las clases vistas
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i Preguntas?
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