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Motivacion

Principal Motivacién:

Encontrar una clase de complejidad que tenga un conjunto de problemas
completos con la siguiente propiedad:

Si ocurre que “______ " entonces P = NP
donde “______ " es algo relacionado con algoritmos de aproximacién.
Comentarios:

- Aunque suene “sencillo”, NO lo es.

- De pasada, Papadimitriou aprovecha de juntar 2 grandes areas.

Algoritmos de Aproximacién 24 de Junio de 2016



Generalizacién de problemas

Definicién (Function Problem)

Problemas que requieren una respuesta elaborada (mas que “si” o “no")

Observaciones:

@ Es facil ver que caen dentro los problemas de computacién,
optimizacién e incluso los de decisién si es que se toman como
problemas con output {0,1}.
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Generalizacién de problemas

Definicién (Function Reduction)

Un problema de funcién A reduce a otro B si existen funciones de string R
y S, ambas computables en espacio logaritmico. Ademas, para todo string
X, Z se sigue que:

@ Si x es una instancia de A, entonces R(x) es instancia de B.

@ Si z es un output correcto de B(R(x)) entonces S(z) es un output
correcto de A(x).
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Formalizacién de Optimizacién

Definicién (Optimization Problem)
Problemas tales que para cada instancia x, se tiene un conjunto de
soluciones factibles F(X), y por cada solucién s € F(x) tenemos un

costo entero positivo c(s).
El costo éptimo se define como:

OPT(x) = sénFll&) c(s) (o maximizar)
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Algoritmo

Definicién (Approximation algorithm)

Sea M un algoritmo tal que para una instancia x entrega una solucién
factible M(x) € F(x).
Decimos que M es una e-aproximado, donde € > 0, si para todo x
tenemos que:
e(M(x)) = OPT(x)| __
max{OPT(x),c(M(x))} —

v

Intuicién: Un algoritmo es e-aproximado si el “error relativo” esta acotado
por ¢ para toda las soluciones de F(x).
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Algoritmo

Observemos que por la definicién, se arrastran las siguientes
consecuencias:

@ La constante ¢ siempre esta entre 0 y 1.
@ ;Que ocurre con maximizar y minimizar?

Algoritmos de Aproximacién 24 de Junio de 2016



Algoritmo

Observemos que por la definicién, se arrastran las siguientes
consecuencias:

@ La constante ¢ siempre esta entre 0 y 1.
@ ;Que ocurre con maximizar y minimizar?

o Maximizar: el algoritmo entrega soluciones que no son mas chicas que
1 — € veces el éptimo.

e Minimizar: el algoritmo entrega soluciones que no a lo mas i veces
el éptimo.
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Definicion (Approximation Threshold)

El umbral de aproximacién de un problema de optimizacién A se define
como la cota inferior mas grande para todos los € > 0 tales que exista un
algoritmo e-aproximado que corra en tiempo polinomial para A.
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Definicion (Approximation Threshold)

El umbral de aproximacién de un problema de optimizacién A se define
como la cota inferior mas grande para todos los € > 0 tales que exista un
algoritmo e-aproximado que corra en tiempo polinomial para A.

Intuicién: el umbral es como el infimo del conjunto de €'s que tienen
algorimos aproximados.

Preguntas

i Qué pasa si el umbral es 17
iQué pasa si el umbral esta en (0,1)?
iY sies 07

Algoritmos de Aproximacién 24 de Junio de 2016



i Qué pasa cuando me acerco a 07
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PTAS

i Qué pasa cuando me acerco a 07

Definicién (Polynomial-time approximation scheme)

Un esquema de algoritmo de aproximacién en tiempo polinomial (PTAS)
es un esquema que para todo € > 0 entrega un algoritmo polinomial
g-aproximado.

Algoritmos de Aproximacién 24 de Junio de 2016



Nocién de Reduccion

i Qué propiedades queremos?
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Nocién de Reduccion

i Qué propiedades queremos?

Dado un e-algoritmo polinomial — algtin €'-algoritmo polinomial
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Nocién de Reduccion

i Qué propiedades queremos?

Dado un e-algoritmo polinomial — algtin €'-algoritmo polinomial

Al menos sabemos que un problema de optimizacién es un problema de
funcién.

TENEMOS POR DONDE PARTIR!!!
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Recordemos

Definicién (Function Reduction)

Un problema de funcién A reduce a otro B si existen funciones de string R
y S, ambas computables en espacio logaritmico. Ademas, para todo string
X, Z se sigue que:

@ Si x es una instancia de A, entonces R(x) es instancia de B.

@ Si z es un output correcto de B(R(x)) entonces S(z) es un output
correcto de A(x).
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Nocién de Reduccion

L-Reduction

Supongamos que A y B son problemas de optimizacién. Una
L-reducciénde A a B es un par de funciones Ry S, calculables en espacio
logaritmico y tiempo polinomial respectivamente, y que cumplen:

@ Si x es una instancia de A con costo éptimo OPT 4(x), entonces
R(X) es una instancia de B con un éptimo que satisface

OPT5(R(x)) < aOPTA(x), (1)

donde a es una constante positiva.

@ Si s es una solucién factible de B(R(x)), entonces S(s) es una
solucién factible de A(x) tal que

[OPTa(x) — ¢(S(s))| < BIOPT5(R(x)) — c(s)], (2)

donde 3 es una constante positiva.

v
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Propiedades de L-reduccién

Proposicién

Si(R,S) es una L-reduccionde A a B y (R',S’) es una L-reducciénde B a
C, entonces (Ro R';S' 0 S) es una L-reducciénde A a C

| A

Proposicién

Si existe una L-reduccion(R,S) de A a B con constantes « y [3, y existe

un algoritmo polinomial e-aproximado para B, enntonces existe un

afe .
1. -aproximado para A.

Observacion: Por la segunda proposicidn, se puede deducir que si existe
un L-reducciénde A a B, se tiene que:

@ Si existe un PTAS para B, entonces existe uno para A.

@ Si no existe un PTAS para A, entonces no existe uno para B.
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Clases de Complejidad

Teorema de Fagin

Todas las propiedades de teoria de grafos en NP pueden ser expresadas en
l6gica de segundo orden existencial (3LSO).

Esto da la PRIMERA nocién de NP que no necesita un modelo de
maquina por detrds.
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Clases de Complejidad

Teorema de Fagin

Todas las propiedades de teoria de grafos en NP pueden ser expresadas en
l6gica de segundo orden existencial (3LSO).

Esto da la PRIMERA nocién de NP que no necesita un modelo de
maquina por detrds.

- CNFSAT: 3T Vx [C(x) = Jy(P(x,y) A T(y)) V (N(x,y) A =T(y))]
- 3SAT: 3T ¥x [C(x) —

Vw Y y Vz (Pi(x,w) A Pa(x,y) A P3(x,z) = T(w) VT(y)V T(z))V
oV (N (x, w) A No(x,y) A N3(x,z) = =T (w)V—T(y)V-T(2))]
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Ejemplo: como codificar una férmula légica

Sea ¢ una férmula en CNF sobre las variables proposicionales
var = {x1,...,xp}, con m € NT cldusulas.

Sea V = {C(-), P(-,-), N(-,-)} un vocabulario con una relacién unaria y
dos binarias. Definimos la V-estructura 2, como:

Ao = ({x1,...,xa} U{c1,..., cm}, Ce, Pe, N%>,
donde
o C¥% ={cy,...,cm} es el conjunto de cldusulas,
o P¥ ={(x,c):c€ Cy x € var estd positiva en c} y
o N = {(x,c):c€ Cy x € var estd negativa en c}.

la cual representa de forma inequivoca a ¢.
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Clases de Complejidad

Destaquemos:

- Un problema en NP (de grafo) puede ser expresado como una formula
existencial de la forma

3S Vx3yo(x,y, S).

- Un problema en NP-estricto (SNP) es tal que puede ser expresado de
la forma:
3S Vx¢p(x,y, S).

donde ¢ es una férmula libre de cuantificadores en Iégica de primer orden.
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Clases de Complejidad

Ahora, si tomamos un problema en NP, podemos expresar un problema de
maximizacién asociado como:

méx|{x: 3yg(x,y, )} |

y podemos definir la clase MAXNP como todos los problemas de
maximizacién asociados a un problema en NP.

Pregunta

iSe puede hacer lo mismo para SNP?
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Clases de Complejidad

Ahora, si tomamos un problema en NP, podemos expresar un problema de
maximizacién asociado como:

méx|{x: 3yg(x,y, )} |

y podemos definir la clase MAXNP como todos los problemas de
maximizacion asociados a un problema en NP.

Pregunta

iSe puede hacer lo mismo para SNP?

Existe un pequefio detalle, NP es cerrado bajo reducciones (normales),
pero SNP no.
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Clases de Complejidad

Al tomar un problema I en SNP (es de decisidn), podemos generar su
problema de maximizacién relacionado al igual que antes,

max | {x: ¢(x, S)}|.

Pero ahora, definimos la clase MAXSNPy como todos los problemas de
maximizacién relacionados con problemas en SNP.
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Clases de Complejidad

Al tomar un problema I en SNP (es de decisidn), podemos generar su
problema de maximizacién relacionado al igual que antes,

max | {x: ¢(x, S)}|.

Pero ahora, definimos la clase MAXSNPy como todos los problemas de
maximizacién relacionados con problemas en SNP.

Y ya tenemos todos los ingredientes!!!
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Clase MAXSNP

Definicién (MAXSNP)

Definimos la clase MAXSNP como:

MAXSNP = {I1:I es un problema de optimizacién y
3N’ € MAXSNPg con una L-reduccién de M a M’}
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Clase MAXSNP

Definicion (MAXSNP)

Definimos la clase MAXSNP como:

MAXSNP = {I1:I es un problema de optimizacién y
3N’ € MAXSNPg con una L-reduccién de M a M’}

Preguntas

.Es cerrado bajo L-reduccién?
i Tiene problemas completos?
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MAXSNP-Completitud

Asumiendo que existe un conjunto de problemas NP completos, ;jque
podemos deducir?
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MAXSNP-Completitud

Asumiendo que existe un conjunto de problemas NP completos, ;jque
podemos deducir?

Proposicién

Si un problema completo en MAXSNP tiene un PTAS, entonces todos los
problemas en MAXSNP tienes un PTAS.

Algoritmos de Aproximacién 24 de Junio de 2016



MAXSNP-Completitud

Asumiendo que existe un conjunto de problemas NP completos, ;jque
podemos deducir?

Proposicién

Si un problema completo en MAXSNP tiene un PTAS, entonces todos los
problemas en MAXSNP tienes un PTAS.

La pregunta natural es:
i Existen problemas MAXSNP completos bajo £-reduccién?
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Problemas MAXSNP completos

Algunos problemas conocidos que son completos son:
o MAXS3SAT
e 4-DEGREE INDEPENDET SET (MAX)
e 4-DEGREE NODE COVER (MIN)
o MAXCUT
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Problemas MAXSNP completos

Algunos problemas conocidos que son completos son:
o MAXS3SAT
e 4-DEGREE INDEPENDET SET (MAX)
e 4-DEGREE NODE COVER (MIN)
o MAXCUT

Aun queda la pregunta:
i Estos problemas admiten un PTAS?
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i Inaproximabilidad?

Definicién: ((log n, 1)-Restricted Verifier)

Un verificador (log n, 1)-restringido V' es una maquina de Turing
(probabilistica) que corre en tiempo polinomial y que tiene acceso a una
entrada x, una cadena r compuesta de O(log |x|) bits random y una
prueba [1.

Dependiendo de la entrada x, la cadena random r y la prueba [1, el
verificador V aceptara o rechazara la entrada x.

Aunque el verificador tiene acceso completo a la entrada x, el acceso a la
prueba [T es muy limitado, V' solamente examina un numero constante de
bits.
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i Inaproximabilidad?

Teorema PCP

Un lenguaje L estd en NP si y solo si L es decidible por un verificador
(log n, 1)-restringido.
Siendo decidible segtin:

o Si x € L, entonces existe I tal que Pr[VM(x) =1] = 1.

@ Si x & L, entonces para todo I se tiene que Pr[V(x) = 1] < 3.
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i Inaproximabilidad?

Teorema
Si existe un PTAS para MAX3SAT, entonces P=NP
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i Inaproximabilidad?

Teorema
Si existe un PTAS para MAX3SAT, entonces P=NP

—

Esquema General:
@ Tomar un problema en NP
@ Usar el teorema de PCP para tener el verificador restringido

o Generar una formula ¢ que sea satistacible solo si la maquina acepta
la entrada

@ Pasar la formula a 3-CNF y luego usar el PTAS

@ Concluir en base a imposibilidad en la parte donde rechaza, de

manera que aunque haya probabilidad de error, igual concluyo que es
rechazada.
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i Inaproximabilidad?

Idea de la demostracion:
Sea L en NP y por lo tanto cumple el Teorema PCP

Queremos construir una expresiéon booleana que exprese cuando la
computacion de V termine en “si”.

- Supongamos que durante el computo de V se usan |r| = clog n bits
random, y que se accede a solo d accesos de [1, digamos [17, ..., T17,.

- Notar que todo esta determinado en la computacién, excepto los [1's
yr.

- Podemos escribir el output de V como una expresidén booleana que
use los 17, ..., 17, como variables.
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i Inaproximabilidad?

Continuacién:

- Luego, podemos pasar esa expresién a 3-CNF con una cantidad K(d)
contante de clausulas, denotada por ¢,

- Repitiendo esto para las 2€/°8" = n€ secuencias de variables random
para V, terminamos con K(d)n® clausulas.

Sea ¢ = )\, ¢r Ahora tenemos que:

@ Si x € L entonces existe la asignacién que hace verdadero a los ¢,
para cualquier r, ya que la probabilidad de éxito es 1. Por lo tanto ¢
es verdadero.

@ Si x ¢ L entonces la probabilidad de error es menor a 1/2, lo que se
traduce en que toda asignacidén debe generar al menos una clausula
negativa en al menos la mitad de los ¢'s. Esas son cn y eso deja una
fraccién de al menos % clausulas negativas.
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i Inaproximabilidad?

Continuacion: Ahora utilizamos que existe un PTAS en 3SAT, entonces

- 1
usamos € = zj.

(M)~ OPT()|  _ _
max{OPT(x), c(M(x))} —
OPT(x) — ¢(M (X)) 1

OPT(x) aK
OPT(x) (1 _ 41K> < (M(x)

-Si el algoritmo entrega una asignacién que satisface una fraccién mayor a
1-— ﬁ de las clausulas, entonces sabemos que x € L.

-Si entrega una que es menor, tenemos que el éptimo ya no puede ser
todas las clausulas, por lo que x & L
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