Otra mirada al lema de amplificacién para BPP

Sea M una MT probabilistica con alfabeto de entrada X

Dado w € ¥* y s € {0,1}* tal que ty(|w|) < |s|, decimos que M(w, s)

es incorrecto si:

w e Ly M(w,s) rechaza
0
w ¢ Ly M(w,s) acepta

Vamos a utilizar esta nocidn para dar una mirada alternativa del lema de
amplificacion para BPP
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Otra mirada al lema de amplificacién para BPP

Version alternativa del lema de amplificacién para BPP

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto 2. Si L € BPP, entonces para cada
¢ € N, existe una MT probabilistica M tal que ty(n) es O(n*) y para
cada w € 2*:

¢
Prs(M(w,s) es incorrecto) < <%>
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Segundo ingrediente: Una versién mas fuerte del lema de
amplificacion

Proposicion

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto .. Si L € BPP, entonces existe una
MT probabilistica M tal que tp(n) es O(n*) y para cada w € ¥*:

1
3tm(|wl)

Prs(M(w,s) es incorrecto) <
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Demostracion de la version mas fuerte

Como L € BPP, sabemos que existe una MT probabilistica M; tal que
tpm,(n) es O(n*) y para cada w € X*:

=

Prs(Mi(w, s) es incorrecto) <

Suponemos que tyy,(n) es Q(n) y ty,(n) > 2 paratodo n € N

» ;Por qué podemos suponer esto?
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Demostracion de la version mas fuerte

__ 4
Seaa—3

Como en la demostracién del lema de amplificacién, defina una MT
probabilistica M que con entrada w € 2* realiza los siguientes pasos:

1. realiza (2¢ + 1) ejecuciones de la MT probabilistica My, donde
¢ = 2[log,(tm (|wl))]

2. retorna si si al menos (¢ 4 1) de las ejecuciones dieron respuesta si,
Yy NO en caso contrario
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Demostracion de la version mas fuerte

Como en la demostraciéon del lema de amplificacién, obtenemos que:

3\ ¢
Prs(M(w,s) es incorrecto) < <Z)

Vamos a utilizar esta relacién y la definicidon de ¢ para demostrar la
version mas fuerte del lema de amplificacién
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Demostracion de la version mas fuerte

Sea k(n) = 2[log,(tm, (n))]

Tenemos que:

3(2k(n) + 1)tm (n) = 3(4]log,(tm, (n))] + 1)tm, (n)
< 15[log,(twm (n)) ]t (n)

puesto que tpy (n) > 2 para todo n € N.

Ademads, existe una constante ng tal que para todo n > ng:

15[log,(tm; (n)Ttm (n) < tw (n)’

puesto que tu, (n) es Q(n).
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Demostracion de la version mas fuerte

Por lo tanto para todo n > ng:

3(2k(n) + Dty (n) < tm(n)°
— loga(tmy (n))
_ j2log,(tuy ()
< g2Mloga(tuy (1)1

k()

Dado que a = %, concluimos que para todo n > ng:

3(2k(n) + 1)tw, (n) < (%)k(n)
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Demostracion de la version mas fuerte

Suponga que |w| > ng

> Vamos a consider el caso |w| < ng por separado

De la conclusidn en la transparencia anterior obtenemos lo siguiente
considerando que ¢ = k(|w|):

¢
Prs(M(w,s) es incorrecto) < (é)

= 300+ Dt (W)
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Demostracion de la version mas fuerte

[1C3810

Dado que tm(|w|) = (20 4+ 1) tm, (|w

), tenemos que:

1
3tm(|wl)

Prs(M(w, s) es incorrecto)

Para concluir la demostracién necesitamos considerar el caso |w| < ng

En este caso podemos modificar M para que satisfaga la condicidn:

1

Prs(M(w,s) es incorrecto) = 0 <
(M(w,s) ) Stm (W)

i Por qué podemos hacer esto?
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Demostracién de BPP C Y5

Sea L un lenguaje sobre un alfabeto X, y suponga que L € BPP

Por lema de amplificacién existe una MT probabilistica M tal que tp(n)
es O(n*) y para cada w € X*:

1
3tm(|wl)

Prs(M(w,s) es incorrecto) <

Ademds podemos suponer que ty(n) > 0 para cada n € N

» jPor qué?
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Demostracién de BPP C Y5

Notacion
Usamos s € {0,1}™ para indicar que s € {0,1}" y |s| = m

Dados ay b en {0,1}, la operacién a @ b es definida como (a + b) mod 2

» Vale decir, @ es el o exclusivo
Dados x,y € {0,1}" con x = a1a---am ey = biby--- by, la operaciéon x @ y

da como resultado el siguiente string en {0, 1}™:

(a1 D b1)(a2 ® b2) - - - (am D bm)
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Demostracién de BPP C ¥

Defina el lenguaje A de la siguiente forma:

A= {w,y,....,ym2) | weX m=tu(lw|),
yi €{0,1}" paracadai€{l,...,m},z € {0,1}"
y M(w,y; ® z) acepta para algiin j € {1,...,m} }

Ejercicio
Demuestre que A € PTIME
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Demostracién de BPP C Y5

Dada la caracterizacién de ¥5 en las transparencias anteriores, para demostrar
que L € X5 basta demostrar la siguiente condicién:

Para cada w € ¥ tal que ty(|w|) = m:

w e L siy sélo si
dyy € {0,1}" - -y, € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym, 2) €E A

Para hacer esta demostracién vamos a utilizar el método probabilistico.

» Para demostrar que un objeto con ciertas propiedades existe, en lugar de
construirlo demostramos que la probabilidad de que exista es mayor que 0
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La direccién (=) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|w]) = m

Tenemos que:

Pry,....ym <E|Z € {0, 1}m /\ M(w, y; & z) rechaza) <

i=1

Z Pry1>---,ym</\M(W,)/i@Z) rechaza> —

ze{0,1}m =1
Z H Pry, (M(W, yi D z) rechaza)
ze{0,1}m i=1
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado a € {0,1}", la funcién f : {0,1}" — {0,1}" definida como f(x) = x @ a
es inyectiva

Por lo tanto dado que w € L, concluimos que:

1
Pr,. | M ; h < —
ry, ( (w,yi P z) rec aza) < 37
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La direccién (=) de la equivalencia

Dado que m > 0 concluimos que:

Pry,,...ym (32 € {0,1}" /\ M(w,y; @ z) rechaza) <

i=1

Z H Pry; (M(W,yi S, Z) rechaza> <

ze{0,1}m i=1

71
> 114, -
ze{0,1}m i=1
1
Z (3m)m —
ze{0,1}m
om
(3m)m

<1
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La direccién (=) de la equivalencia

Por lo tanto existen y1 € {0,1}7, ..., ym € {0,1}™ tales que la siguiente
condicion es cierta:

Vz € {0,1}" \/ M(w,y; & z) acepta

=1

Concluimos que:

dyy € {0,1}" -+ -3y, € {0,1}"Vz € {0,1}" (W, y1,...,Ym,2Z) € A
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La direccién (=) de la equivalencia

i Es necesario el uso de z para esta direcciéon de la demostracion?

Dado que w € L y m > 0 tenemos que:

Pry....ym (/\ M(w, y;) rechaza) = H Pr,, (M(W,y,-) rechaza)

i=1 i=1

m

1

L1 3m
=1
1
— 1
Gmym *

VAN

Por lo que el uso de z no es estrictamente necesario para esta parte de la
demostracién.

» Pero si es necesario para la otra direccién
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La direccién (<) de la equivalencia

Suponga que w € Ly ty(|lw|) = m

» Para demostrar la direccién (<) consideramos el contrapositivo

Ademds, suponga que y1 € {0,1}", .

Dado que w € L'y m > 0 tenemos que:

Pr, ( \/ M(w, y; & z) acepta)

i=1
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La direccién (<) de la equivalencia

Se concluye que:

Pr2</\ M(w,y ® z) rechaza) = 1- Prz(\/ M(w,y; ® z) acepta)

i=1 i=1

L
3

win =

Por lo tanto tenemos que existe z € {0,1}" tal que M(w, y; @ z) rechaza para
cada i€ {1,...,m}
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La direccién (<) de la equivalencia

Dado que y1, ..., ¥m son elementos arbitrarios en el conjunto {0,1}", tenemos
finalmente que:

Vyr € {0,1}" - Vym, € {0,1}" 3z € {0,1}" (W, y1, ..., Ym, 2) € A
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La direccién (<) de la equivalencia

En esta direccion de la demostracidn si es necesario el uso de z

Si existe y € {0,1}™ tal que M(w, y) acepta, entonces existen y; € {0,1}",
..., ym € {0, 1} tales que la siguiente condicién es falsa:

/\ M(w, y;) rechaza

i=1

Concluimos que la idea de la demostracién no funciona sin la utilizacién de z
para m elementos arbitrarios y1, ..., ym del conjunto {0,1}" L]
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