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Complejidad Computacional

Objetivo: Medir la complejidad computacional de un problema.

Vale decir: Medir la cantidad de recursos computacionales
necesarios para solucionar un problema.

» Tiempo
» Espacio

> ...

Para hacer esto primero tenemos que introducir la nocién de
problema.
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Problemas de decisidn

Alfabeto 2: Conjunto finito de simbolos.
» Ejemplo: ¥ = {0,1}
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Problemas de decisidn

Alfabeto 2: Conjunto finito de simbolos.
» Ejemplo: ¥ = {0,1}

Palabra w: Secuencia finita de simbolos de .
» Ejemplo: w = 01101

> *: Conjunto de todas las palabras construidas con simbolos de ¥.

Lenguaje L: Conjunto de palabras.
» Ejemplo: L ={0"1" | n € N}
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Problemas de decisidn

Problema de decisién asociado a un lenguaje L: Dado w € X%, decidir si
weL
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Problemas de decisidn

Problema de decisién asociado a un lenguaje L: Dado w € X%, decidir si
weL

Ejemplo

Recuerde que

SAT = {¢| ¢ es una férmula en légica proposicional satisfacible}
Podemos ver SAT como un problema de decisién.

>3 = {X,_,O,1,2,3,4,5,6,7,8,9,_‘,/\,V,—>,(—>,(,)}

Algunas palabras de ©* tales como (—x-0) y (x-31 A x_27)
representan férmulas, mientras que otras tales como —— vy
x1—x2 A A no representan férmulas

> SAT = {w € X* | w representa una férmula y w es satisfacible}
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Complejidad de un problema de decisién

La complejidad de un lenguaje L es la complejidad del problema de
decisién asociado a L.

i Cuando decimos que L puede ser solucionado eficientemente?

» Cuando existe un algoritmo eficiente que decide L

i Cuando decimos que L es un problema dificil?

» Cuando no existe un algoritmo eficiente que decide L
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Mdaquinas de Turing

i Como podemos demostrar que un problema es dificil?

» Para hacer esto, primero tenemos que formalizar la nocién de
algoritmo
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Mdaquinas de Turing

i Como podemos demostrar que un problema es dificil?

» Para hacer esto, primero tenemos que formalizar la nocién de
algoritmo

i Qué es un algoritmo? j Podemos formalizar este concepto?

» Mdquinas de Turing: Intento por formalizar este concepto
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M3aquinas de Turing: Formalizacién

Definicién
Ma&quina de Turing (MT) determinista: (Q,%,[, qo, 0, F)

» @ es un conjunto finito de estados

v

> es un alfabeto tal que -,B ¢ ¥
I es un alfabeto tal que ¥ U {-,B} C T

v

> qo € Q es el estado inicial

v

F C @ es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:
0 ¢ QOxTI—=QxTIx {0 -}

0 es llamada funcidn de transicion
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

La cinta de la mdquina de Turing es infinita hacia la derecha.

» El simbolo - es usado para demarcar la posicion 0 de la cinta

Supuestos

» Sid(q,F) estd definido: 6(q,F) = (¢,F, X), con X € {—,O}

» Siae (I~ {F})yd(q,a) estd definido: 5(q,a) = (¢, b, X),
con be (< {FH})
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

> es el alfabeto de entrada y I es el alfabeto de la cinta.

» Una palabra w € ¥* de entrada de largo n es colocada en las
posiciones 1, ..., n de la cinta

» Las posiciones siguientes (n+ 1, n+ 2, ...) contienen el
simbolo B
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la mdquina se encuentra en el estado qg
y su cabeza lectora estd en la posicion 1 de la cinta.

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p.

» Si el simbolo en la posicién p es ay d(q,a) = (q', b, X),
entonces:
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la mdquina se encuentra en el estado qg
y su cabeza lectora estd en la posicion 1 de la cinta.
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» Cambia de estado desde g a ¢’
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la mdquina se encuentra en el estado qg
y su cabeza lectora estd en la posicion 1 de la cinta.

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p.

» Si el simbolo en la posicién p es ay (g, a) = (¢, b, X),
entonces:
» La maquina escribe el simbolo b en la posicién p de la cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora a la posicion p —1si X es <, y a la
posicion p+ 1 si X es —. Si X es [J, entonces la cabeza
lectora permanece en la posicién p
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Mdaquinas de Turing: Aceptacién

Los estados de F son utilizados como estados de aceptacién.

» Una palabra w es aceptada por una maquina M si y sélo si la
ejecucién de M con entrada w se detiene en un estado de F
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Mdaquinas de Turing: Aceptacién

Los estados de F son utilizados como estados de aceptacién.

» Una palabra w es aceptada por una maquina M si y sélo si la
ejecucién de M con entrada w se detiene en un estado de F

Definicion
Lenguaje aceptado por una maquina de Turing M:

L(M) = {weX*|M acepta w}
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Mdaquinas de Turing: Ejercicios

1. Construya una Mdquina de Turing que acepte el lenguaje de
las palabras w € {0,1}* tal que w contiene un niimero par de
simbolos 0.

2. Construya una maquina de Turing que acepte el lenguaje de
las palabras w € {0,1}* tal que w es un palindromo.
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Complejidad de un algoritmo

Una Maquina de Turing puede no detenerse en alguna entrada.

» Primera nocién de algoritmo: MT que se detiene en todas las
entradas

i Como se mide el tiempo de ejecucién de un algoritmo?

Para una MT con alfabeto ¥:

» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la funcién de
transicion

» tiempo,,(w): Nidmero de pasos ejecutados por M con entrada
wexr®
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Complejidad de un algoritmo

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una MT M en el peor caso es
definido por la funcion ty;:

tm(n) = max{ tiempoy(w) | we X y|w|=n}.

Ejercicio
Construya una mdquina de Turing que funcione en tiempo O(n?)y
acepte el lenguaje L = {w € {0,1}* | w es un palindromo}
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MT determinista: complejidad de un lenguaje

Un lenguaje L es aceptado por una MT M en tiempo O(t(n)) si
L=L(M)y ty(n)es O(t(n)).

» La definicién es idéntica para el caso de Q(t(n)) y ©(t(n))
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Un ingrediente necesario: No determinismo

Definicion
Ma&quina de Turing no determinista: (Q, %, T, qo, 9, F)

» @ es un conjunto finito de estados

v

Y es un alfabeto finito tal que =,B & ¥

v

I es un alfabeto finito tal que ¥ U {F,B} C T
> go € Q es el estado inicial
» F C @ es un conjunto de estados finales

» O es una relacion de transicion:

d C QxI'xQxTlx {0 -}
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Mdaquinas de Turing no determinista: Funcionamiento

La inicializacién es igual que para el caso determinista.

» Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado
go Y Su cabeza lectora estd en la posicién 1 de la cinta

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicidén p que contiene un simbolo a.

» Sea T ={(q',b,X) | (g,a,q9',b,X) € 6}. Si T # 0, entonces
la m3quina elije (¢/,b,X) € T y:
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Mdaquinas de Turing no determinista: Funcionamiento

La inicializacién es igual que para el caso determinista.

» Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado
go Y Su cabeza lectora estd en la posicién 1 de la cinta

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicidén p que contiene un simbolo a.

» Sea T ={(q',b,X) | (g,a,q9',b,X) € 6}. Si T # 0, entonces
la m3quina elije (¢/,b,X) € T y:
» escribe el simbolo b en la posicién p de la cinta
» cambia de estado desde g a ¢’

» mueve la cabeza lectora a la posicién p —1si X es <, y a la
posicion p+ 1 si X es —. Si X es [, entonces la cabeza
lectora permanece en la posicién p
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Mdaquinas de Turing no deterministas: Aceptacién

Una palabra w es aceptada por una MT no determinista M si y
sélo si existe una ejecucién de M con entrada w que se detiene en
un estado de F.

Definicidon

Lenguaje aceptado por una MT no determinista M:

L(M) = {weX*|M acepta w}
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Determinismo vs no determinismo

. Es posible aceptar mas lenguajes con las MTs no deterministas?
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Determinismo vs no determinismo

. Es posible aceptar mas lenguajes con las MTs no deterministas?

Teorema

Si un lenguaje L es aceptado por una MT no determinista My,
entonces L es aceptado por una MT determinista M5.
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Determinismo vs no determinismo

. Es posible aceptar mas lenguajes con las MTs no deterministas?

Teorema

Si un lenguaje L es aceptado por una MT no determinista My,
entonces L es aceptado por una MT determinista M5.

Ejercicio
Demuestre el teorema.

» ;Cudl es la diferencia de complejidad entre My y My?
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Maquinas de Turing no deterministas: Complejidad

Para una MT no determinista:
» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la relacion de

transicion

» tiempo,,(w): Nimero de pasos de M con entrada w en la
ejecucion mas corta que acepta a w

Sélo esta definido para palabras aceptadas por M

1IC3810 — Repaso de algunos conceptos basicos 20 / 42



Maquinas de Turing no deterministas: Complejidad

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una MT no determinista M en el
peor caso es definido por la funcion ty:

tm(n) = max |{n} U {tiempoy(w) | we X",

lw|=ny M acepta a w}
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MT no determinista: complejidad de un lenguaje

Un lenguaje L es aceptado por una MT no determinista M en
tiempo O(t(n)) si L = L(M) y ty(n) es O(t(n)).
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Clases de complejidad deterministas

Dado: Alfabeto ¥

DTIME(t): conjunto de todos los lenguajes L C ¥* que pueden ser
aceptados en tiempo O(t) por una MT determinista.

Dos clases fundamentales:

PTIME

EXPTIME
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Clases de complejidad deterministas

Dado: Alfabeto ¥

DTIME(t): conjunto de todos los lenguajes L C ¥* que pueden ser
aceptados en tiempo O(t) por una MT determinista.

Dos clases fundamentales:

PTIME

EXPTIME

PTIME: Conjunto de todos los problemas que pueden ser

solucionados “eficientemente”.
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Clases de complejidad no deterministas

NTIME(t): conjunto de todos los lenguajes L C ¥* que pueden ser
aceptados en tiempo O(t) por una MT no determinista.

Una clase fundamental:

NP = [ J NTIME(n*)
keN
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i Cual es la relacidn entre las clases anteriores?

Tenemos que:

PTIME C NP C EXPTIME

Ademas sabemos que:

PTIME C EXPTIME
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Problemas en una clase de complejidad

Una clase de complejidad contiene un conjunto de problemas de
decision.
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» ;Hay alguno de estos problemas que represente a la clase?
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Problemas en una clase de complejidad
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Un caso muy conocido: SAT representa a la clase NP.

1IC3810 — Repaso de algunos conceptos basicos

26 / 42



Problemas en una clase de complejidad
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Una clase de complejidad contiene un conjunto de problemas de
decision.

» ;Hay alguno de estos problemas que represente a la clase?
Un caso muy conocido: SAT representa a la clase NP.

» ;En qué sentido la representa?

> ;i Qué sucede si encontramos un algoritmo eficiente para SAT?
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Problemas en una clase de complejidad

Una clase de complejidad contiene un conjunto de problemas de
decision.

» ;Hay alguno de estos problemas que represente a la clase?
Un caso muy conocido: SAT representa a la clase NP.

» ;En qué sentido la representa?

> ;i Qué sucede si encontramos un algoritmo eficiente para SAT?
Vamos a definir las nociones necesarias para estudiar cuando un

problema representa a una clase de complejidad.

1IC3810 — Repaso de algunos conceptos basicos 26 / 42



La nocién de reduccién: Mdaquinas que calculan

Definicién
Una MT calculadora (MTC): (Q,X,T, qo,9)

» @ es un conjunto finito de estados

» Y es un alfabeto finito tal que -,B ¢ ¥

» [ es un alfabeto finito tal que X U {-,B} C T
> qo € Q es el estado inicial

» 0 es una funcion parcial:
d ¢ @xT—=>QxIx{+,0-=}x(XU{B})

0 es llamada funcidn de transicion
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MT calculadora: Funcionamiento

La mdquina tiene dos cintas infinitas hacia la derecha.
» La primera cinta es de lectura y la segundo de escritura

» El simbolo - es usado para demarcar la posiciéon 0 de cada
cinta

1IC3810 — Repaso de algunos conceptos basicos

28 / 42



MT calculadora: Funcionamiento

> es el alfabeto de entrada y salida, y I' es el alfabeto de las

cintas.
» Una palabra w € ¥* de entrada de largo n es colocada en las
posiciones 1, ..., n de la primera cinta

» Las siguientes posiciones (n+ 1, n+2, ...) de la primera
cinta contienen el simbolo B

» La segunda cinta contienen el simbolo B en las posiciones 1,
2,3, ...

La mdquina tiene una cabeza lectora por cinta.

» Al comenzar, la maquina se encuentra en el estado qp, y cada
cabeza lectora estd en la posicién 1 de su cinta
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MT calculadora: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i (i = 1,2) se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, a2) = (¢, b1, X1, ba),
entonces:
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MT calculadora: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i (i = 1,2) se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, a2) = (¢, b1, X1, ba),
entonces:

» Cambia de estado desde g a ¢
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MT calculadora: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i (i = 1,2) se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, a2) = (¢, b1, X1, ba),
entonces:
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» Escribe el simbolo b; en la posiciéon p; de la primera cinta
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MT calculadora: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i (i = 1,2) se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, a2) = (¢, b1, X1, ba),
entonces:
» Cambia de estado desde g a ¢
» Escribe el simbolo b; en la posiciéon p; de la primera cinta

» Mueve la cabeza lectora de la primera cinta a la posicién
p1— 1si Xy es <, yalaposicién p; +1 si X; es —. Si Xj es
[, entonces la maquina no mueve la cabeza lectora de la
primera cinta
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MT calculadora: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su cabeza
lectora i (i = 1,2) se encuentra en la posicién p;.

> Si el simbolo en la posicién p; es a; y 6(q, a1, a2) = (¢, b1, X1, ba),
entonces:

» Cambia de estado desde g a ¢
» Escribe el simbolo b; en la posiciéon p; de la primera cinta

» Mueve la cabeza lectora de la primera cinta a la posicién
p1— 1si Xy es <, yalaposicién p; +1 si X; es —. Si Xj es
[, entonces la maquina no mueve la cabeza lectora de la
primera cinta

» Si by € ¥, entonces escribe el simbolo by en la posicién p, de
la segunda cinta, y mueve la cabeza lectora de esta cinta a la
posicion py + 1. Si by = B, entonces no cambia la
configuracién de la segunda cinta
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MTC: Funcién calculada

El tiempo ocupado por una MTC se define de la misma forma que para
una MT (determinista)
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MTC: Funcién calculada

El tiempo ocupado por una MTC se define de la misma forma que para
una MT (determinista)

Definicién
Una funcion f : ¥* — ¥* puede ser calculada en tiempo O(t(n)) si existe
una MTC M tal que:

» M para en todas las entradas
tm es O(t(n))

Con entrada w € L¥*: M se detiene en una configuracion que tiene
en la segunda cinta a f(w), precedido por el simbolo & y seguido
por una cadena de simbolos B

v

v
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La nocién de reduccién polinomial

Dados lenguajes L1 y Ly con alfabeto &

Definicién

Ly es reducible en tiempo polinomial a Ly, denotado como

Ly <%, Lo, si existe una funcién f computable en tiempo O(nk )
para una constante k tal que para todo w € L*:

w € Ly siy solosi f(w) € L
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La nocién de completitud

Definicién (Hardness)

Dada una clase de complejidad C, un lenguaje L es hard para C si para
todo L' € C existe una reduccidn polinomial de L’ a L.
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La nocién de completitud

Definicién (Hardness)

Dada una clase de complejidad C, un lenguaje L es hard para C si para
todo L' € C existe una reduccidn polinomial de L’ a L.
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La nocién de completitud

Definicién (Hardness)

Dada una clase de complejidad C, un lenguaje L es hard para C si para
todo L' € C existe una reduccidn polinomial de L’ a L.

Definicién (Completitud)

Dada una clase de complejidad C, un lenguaje L es completo para C si
LeC ylL es hard para C.

Notacion

Si un lenguaje L es completo para una clase de complejidad C, decimos
que L es C-completo.
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SAT es NP-completo.

i
v

«O> «Fr <= <« o



Reducciéon polinomial: Una propiedad fundamental

Proposicion
Sili <P, Ly y Ly <k L3, entonces L1 <%, Ls.
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Otros problemas completos para NP

La propiedad anterior nos dice que si tenemos un problema L
completo para una clase C, entonces es mas simple encontrar otros
problemas C-completos.

» ' es C-completosi L' € Cy L <h I

Vamos a usar esta idea para mostrar otros problemas completos
para NP.
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Un problema NP-completo: CNF-SAT

Un problema muy util al hacer reducciones:

CNF-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de

cldusulas y ¢ es satisfacible}

Teorema
CNF-SAT es NP-completo.
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Otro problema NP-completo: 3-CNF-SAT

Notacion
Una k-clausula es una clausula con a lo mas k literales.

Un problema aun mas util al hacer reducciones:

3-CNF-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de
3-cldusulas y ¢ es satisfacible}

Teorema
3-CNF-SAT es NP-completo.
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Un tercer problema NP-completo: Programacién entera

Un sistema de ecuaciones lineales enteras es de la forma:
AX < b

donde:
» A es una matriz de nimeros enteros de orden m X n
> X es un vector de variables de orden n x 1

» b es un vector de nimeros enteros de orden m x 1

Un vector € de nimeros enteros de orden n x 1 es una solucién
para el sistema si AC < b.
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Un tercer problema NP-completo: Programacién entera

Un problema muy estudiado por su utilidad practica:

PROG-ENT = {(A,b) | AX < b es un sistema de

ecuaciones lineales enteras que tiene solucién}

Teorema
PROG-ENT es NP-completo.
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Clases de complejidad: Complemento

Dado un lenguaje L sobre un alfabeto ¥:

I = {wex|wgl}
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Clases de complejidad: Complemento

Dado un lenguaje L sobre un alfabeto ¥:

I = {wex|wgl}

Definicién
Dada una clase de complejidad C, el conjunto de los complementos
de C se define como: coC = {L|LeC}
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La clase co-NP

Esta es una clase de complejidad muy estudiada.
» ;Puede identificar algin problema en esta clase?
» ;Puede identificar algln problema co-NP-completo?

» ;Es esta clase igual a NP?
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