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Introduccidn

Objetivo

Determinar la menor cantidad de comunicacién necesaria dentro de
un sistema, para realizar una cierta accién (normalmente,
computar una funcién).

Se utiliza un protocolo preacordado.

Protocolo
Especificacion que regula quien y que se transmite en cada turno.
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El Modelo

» Hay dos partes (Alice y Bob), con capacidad computacional
ilimitada.

» Hay un canal de comunicacién perfecto.
» Al terminar ambas partes deben conocer el valor de la funcién.

» Cada parte puede transmitir una cantidad arbitrariamente
larga de bits antes de que transmita la otra parte.



Notacidén

> La funcidn se define desde X x Y en Z, donde X es el
conjunto correspondiente a Alice, e Y el correspondiente a

Bob.
> log es el logaritmo en base 2.

» Si S es un conjunto, entonces |S| representa la cardinalidad
de S.

> n = min({[log(|X])], [log(| Y[)1})-
> El término “complejidad” se referird a la complejidad de la

comunicacion.

» Un input (x,y) representa que el elemento de Alice es x, y el
de Bob es y.



Funcién como matriz

Ejemplo:

00 01 10 11
o1 1 1 1
or1f1 o0 1 O
w1 1 0 O
1171 0 0 O

6
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Protocolo como arbol

Un protocolo puede representarse como un arbol binario, donde:
» Cada nodo interno contiene una funcién a; : X — {0,1}, o
b,' Y — {0, 1}.
» Cada hoja contiene un elemento de Z.
» La ejecucién comienza en la raiz, y si el valor de la funcién es
0, pasa al hijo izquierdo, y si es 1, pasa al hijo derecho.

El protocolo termina al alcanzar una hoja, la cual contiene el
resultado.
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Ejemplo (funcién EQ, donde EQ(x,y)=1 ssi x=y):

a,(00)=0
a,(01)=0
a,(10)=1
a,(11)=1
a,(00)=0 a,(00)=0
a,(01)=1 a3(01)=1
a,(10)=0 a3(10)=0
ay(11)=1 ay(11)=1
b,(00)=1 b,(00)=0 b3(00)=0 b4(00)=0
b,(01)=0 b,(01)=1 b3(01)=0 b,4(01)=0
b,(10)=0 b,(10)=0 b;(10)=1 b4(10)=0
b,(11)=0 b,(11)=0 by(11)=0 by(11)=1

OOO OO0 O



Complejidad deterministica

Complejidad deterministica de un protocolo P, con input (x, y)

Cantidad de bits totales transmitidos por el protocolo P, con input
(x,y). Se denota por sp(x,y).
En el ejemplo anterior, sp(00,10) = 3.

Complejidad deterministica de un protocolo P
Cantidad de bits totales transmitidos por P, en el peor caso:
D(P) = méx{sp(x.y) | (x,y) € X x Y}

Es igual a la altura del drbol correspondiente.
En el ejemplo anterior, es 3.

Complejidad deterministica de una funcién f
Complejidad del protocolo con menor complejidad, que resuelve f.

D(f) = min{D(P) | P resuelve f}
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Rectangulos combinatoriales

Definicién
Un rectangulo R se define como un conjunto de pares
(x,y) € X x Y, tales que si (x1,y1) € R, y (x2,¥2) € R, entonces

(x1,y2) € Ry (x2,01) € R.
Equivalentemente, como R = X’ x Y/, donde X’ C X, e Y/ C Y.

Rectangulo monocromatico

Dada una funcién f : X x Y — Z, un rectangulo R se dice
z-monocromdtico, si para todo elemento (x,y) € R, se cumple que

f(x,y) =z
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Ejemplo

Un rectangulo 1-monocromatico:

00 01 10 11

00 [[1] 1 1
01 0o |1 o
10/1 1 0 0
111 0 0 0

Definicion
Al conjunto de pares (x,y), tales que al seguir un protocolo P con
inputs (x, y), este pase por un nodo v, se denomina R,.
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Rectangulos combinatoriales

Lema
Para toda hoja /, se cumple que R; es un rectangulo
monocromatico.

Demostracion

Primero se demuestra que es un rectingulo, demostrando que para
todo nodo v, R, es un rectangulo.

Caso base: altura 0: Rypot = X X Y.

Paso inductivo: Si se cumple la propiedad para altura n, entonces
si un nodo a altura n es m, con funcién a,, y cuyo hijo izquierdo es
p, entonces (los demds casos son analogos):

12/50



Demostracién (cont.)

Rp = Rm N {(x,y) | av(x) = 0}
Por hipétesis de induccién, existen X’ C X,y Y’ C Y tales que
Rn=X xY.
Ro = (X' x Y) N {(x,y) | av(x) = 0}
R = (X' x Y) 1 ({x € X | a(x) = 0} x Y)
Rp = (X'N{x € X ]a,(x)=0}) x (Y NY)

pero (X'N{xe X |a,(x)=0})C X,y Y CY, por lo tanto R,
es un rectangulo.
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Ademds, para todos los inputs (x, y) cuya ejecucién termina en
una hoja /, se cumple que f(x, y) es igual.

Teorema
Todo protocolo P, para una funcién f, induce una particién de la
matriz de f en rectangulos monocromaticos.

Demostracion

Del lema se tiene que a cada hoja le corresponde un rectdngulo
monocromatico, estos son disjuntos, ya que un input lleva al
protocolo a una tnica hoja, y cubren toda la matriz ya que para
todo input, el protocolo debe entregar algin resultado.
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Cotas para la complejidad deterministica

» Para toda funcién f : X x Y — Z, se tiene que
D(f) < n+ [log(|Z])]
Demostracién: Siempre es posible utilizar el siguiente
protocolo:
» Una parte envia su input completo (n bits).
> la otra parte calcula el valor de f, y responde con este valor

([log(|Z])] bits).

» Si toda particién de la matriz de una funcién f en rectangulos
monocromaticos, tiene al menos t rectadngulos, entonces
D(F) > [log(t)]
Demostracién:
Todo protocolo induce una particidn, luego si todas las
particiones tienen al menos t rectdngulos, entonces para todo
protocolo, su arbol correspondiente tiene al menos t hojas, y
como es un arbol binario, entonces tiene altura al menos

[log(t)].
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Fooling set

Definicion
Un fooling set S, sobre una funcién f, se define como un
subconjunto de X x Y, tal que

> si (x1,)1), (x2,y2) € S, entonces f(x1,y1) = f(x2, y2) = z.

> si (x1,)1), (x2,y2) € S, y son distintos, entonces f(x1,y2) # z
o f(x,y1) # z.
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Fooling set

Teorema
Si una funcién f tiene un fooling set de cardinalidad t, entonces

D(f) > [log(t)].

Demostracion

Por definicién 2 elementos distintos de S no pueden estar en el
mismo rectdngulo monocromatico, luego toda particién tiene al
menos t rectdngulos, y por lo tanto [log(t)] < D(f).

Ejemplo

Dar una cota inferior para D(EQ), donde

EQ :{0,1}" x {0,1}" — {0, 1} toma valor 1, ssi sus parametros
son iguales.

Un fooling set de cardinalidad 2" es S = {(w,w) | w € {0,1}"},
luego D(EQ) > n
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Una generalizacién de lo anterior

Dada una distribucién de probabilidad u sobre X x Y, tal que todo
rectangulo monocromatico R, sobre una funcién f, tenga medida
u(R) <4, entonces D(f) > log(1/9).

Demostracién
Como (X x Y) =1, entonces hay al menos 1/§ rectangulos
monocromaticos en cualquier particién de la matriz.

18 /50



Rango

Teorema
Si A es la matriz correspondiente a la funcién f, entonces

D(f) = [log(rank(A))]

Demostracion

Se considera una particién 6ptima (cantidad de rectdngulos
minima) con t rectdngulos, y para cada rectdngulo i se construye
una matriz A; donde se mantienen los valores del rectangulo i, y
en las demas posiciones se colocan ceros. Luego se tiene que

t
A= ZA,-
i=1
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Rango

y ademds rank(A;) es 0 o 1, luego:
t
rank(A) < Z rank(A;) <t

i=1

y por lo tanto:

[log(rank(A))] < [log(t)] < D(f)

Corolario
Si Z = {0, 1}, se tiene que:

D(f) > [log(rank(A) + rank(A))]

donde A es la matriz A, tras intercambiar ceros con unos.
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Demostracion
Se considera una particién 6ptima de la funcién con t rectdngulos.

Si esta tiene Z O-rectdngulos, y Q 1-rectangulos, entonces por el
mismo argumento anterior, se tiene que:

rank(A) < Q
y que:
rank(A) < Z

luego, como t = Z 4+ @, entonces:

rank(A) + rank(A) < t

log(rank(A) + rank(A)) < log(t) < D(f)
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Ejercicio

Acotar el valor de D(DISJ), donde DISJ es definida como sigue:
Dado un conjunto A de n elementos, entonces

DISJ : 24 x 24 — {0,1} cumple que DISJ(x,y) = 1 si y solo si x e
y son disjuntos.

Solucién
Un fooling set es S = {(x, ) | x € {0 1}"}, el cual tiene
cardinalidad 2", luego D(DISJ) >



Definiciones

Para una funcién f, con Z = {0,1}, se definen:

» El niimero de particién por protocolo, CP(f), es la cantidad
minima de hojas de entre todos los arboles correspondientes a
protocolos para f.

» El niimero de particién, CP(f), es la menor cantidad de
rectangulos monocromaticos en los que se puede particionar la
matriz de f.

» El ndmero de cubrimiento de f, C(f), es el menor niimero de
rectdngulos monocromaticos necesarios para cubrir la matriz
de f (posiblemente de forma no disjunta).

» Para z € {0,1}, se define C#(f) como el menor numero de
rectangulos necesarios para cubrir las entradas iguales a z de
la matriz de f.
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Ejemplo de cubrimiento éptimo (funcién DISJ)

ooo

010

011

100

101

110

111

goo o001 010 011 100 101 110 111
NN NN I Y
S 1 RS 1 RS ) R ES
I_: E 0 i_l_i El 0 0
|1 1 1 1| 0 0 0 0
T

Ll @ e @ @
0 0 0 0 0 0
E o [ol |o E 0

O-rectangulos:

1-rectdngulos:

ooo
001
010
011
100
101
110
111
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Protocolo no deterministico

Definicién
Un protocolo no deterministico consta de dos partes:
» Se genera de forma no deterministica un string binario s.

» Se desarrolla un protocolo deterministico donde en cada turno,
la parte involucrada utiliza como input tanto su input, como s.

Correctitud
Un protocolo es correcto si las ejecuciones con resultado igual a 1,
pueden interpretarse como el valor correcto de la funcién.
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Complejidad no deterministica

Complejidad no deterministica de un protocolo, con input

(x,5)

Dado un protocolo no deterministico Pz, cuyo protocolo
deterministico es P, entonces se define la complejidad no
deterministica de Py, con input (x,y) como

mlln({‘5| +57’2(X7y? 5) | Pl(X7Y75) = 1})

Complejidad no deterministica de un protocolo

Dado un protocolo no deterministico Py, entonces se define la
complejidad no deterministica de P; como el maximo valor tomado
por la complejidad de P; al considerar todos los inputs (x, y) tales
que exista s, que cumpla que Pi(x,y,s) = 1.
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Complejidad no deterministica

Complejidad no deterministica de una funcién f (N*(f))
La complejidad del protocolo de menor complejidad que prueba
que f(x,y) = 1.

Complejidad co-no deterministica de una funcién f (N°(f))
La complejidad del protocolo de menor complejidad que prueba
que f(x,y) = 0.

N(f)

La complejidad del protocolo de menor complejidad que prueba
tanto f(x,y) =1 como f(x,y) = 0.
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Cotas para la complejidad no deterministica

Lema

NY(f) = ©(log(C(f)))
NO(f) = ©(log(C°(f)))
N(f) = ©(log(C(f)))

Demostracion

Se demuestra la primera parte, las otras dos son andlogas.

Si se tiene un cubrimiento éptimo de las entradas iguales a 1, con
los rectangulos numerados (codificados con log(C?) bits), se
genera de forma no deterministica el nombre de un rectdngulo, y
luego Alice y Bob verifican que sus inputs estén en él, ocupando
O(log(C*(f))) + 2 bits. Con esto se muestra que

N(f) = O(log(C (f))).

Por otra parte, si se tiene un protocolo éptimo (con complejidad
N1(f)), se puede construir un cubrimiento de tamafio menor a
N (F)+L ) con lo cual N1(F) = Q(log(C(f))).
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Relacién entre complejidad deterministica y no
deterministica

Lema
D(f) = O(N*(f)N°(f))

Demostracién

Se considera un conjunto de rectangulos 0-monocromaticos L, que
inicialmente contiene a todos los 0-rectangulos de un cubrimiento
éptimo (CO(f) rectangulos).

Se desarrolla el siguiente protocolo deterministico:
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Demostracion

» Alice revisa L. Si L = (), termina el protocolo con f(x,y) = 1.
Si L no es vacio, busca un 1-rectangulo tal que contenga
algin elemento de la fila x, y que tenga filas comunes con a lo
mds |L|/2 rectangulos de L. Si existe envia su nombre a Bob,
y si no, envia a Bob algln string que represente esta situacion.
Si el rectangulo existe, se define L como el conjunto de los
O-rectangulos con filas comunes a el, que estaban
originalmente en L.

» Bob busca un 1-rectdngulo que contenga a algiin elemento de
la columna y, y que tenga columnas comunes con a lo mas la
mitad de los elementos de L. Si este existe, envia el nombre a
Alice, y define L como el conjunto de los 0-rectangulos con
columnas comunes a él. Si no existe, termina el protocolo con

f(x,y)=0.
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Correctitud

Si f(x,y) =0, entonces (x,y) pertenece a algin O-rectangulo, el
cual siempre permanece en L, por lo cual el protocolo terminaria
retornando el valor correcto.

Si f(x,y) = 1, entonces siempre se encontraria un 1-rectdngulo
con las propiedades pedidas (el que contiene (x,y)), y L se
reduciria hasta el conjunto vacio, con lo cual el protocolo termina
retornando el valor correcto.

Complejidad
En cada ronda se transmiten 2[log(CY(f))] + O(1) bits, y se

reduce L por lo menos a la mitad, por lo tanto hay a lo mas
[log(C°(f))] rondas, luego D(f) = O(N(f)NO(f)).
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Complejidad de la funcién DISJ,

La funcién

Dado un conjunto A de cardinalidad n, se tiene que x,y C A,y
|x| = |y| = k < n/2. Luego se define DISJx(x,y) =1 ssi x e y son
disjuntos.

Se define m = (})
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Complejidad de la funcién DISJ,

Complejidad No Deterministica

Se utiliza el método probabilistico para demostrar que
NY(DISJ,) = O(k + loglog n). Se elige un conjunto S C A de
forma aleatoria (cada elemento tiene probabilidad de 1/2 de
pertenecer a S), y luego se define

Rs ={x|xCS,|x|=k} x{y |y CS, |yl =k}

el cual es un 1-rectdngulo. Para cada input (x,y) tal que x ey
sean disjuntos y de cardinalidad igual a k, se tiene que
Prs[(x,y) € Rs] = 272, Luego se eligen t = 2% In(m?)
rectdngulos de forma aleatoria (estos son Rs con distintas
elecciones para S).
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Complejidad de la funcién DISJ,

Complejidad No Deterministica

La probabilidad de que el input (x,y) no esté en la unién de estos
es de (1 —272K)t < 1/m?. Luego, como no todo input (a, b)
cumple con que a sea disjunto de b, entonces la probabilidad de
que un l-input no este en alguno de estos t rectangulos es menor a
1, lo que es equivalente a que existe una probabilidad positiva de
que un cubrimiento aleatorio como el sefalado cubra todos los
1-inputs, y por lo tanto existe un cubrimiento de tamaio t. Luego

N(DISJy) = O(log(t)) = O(k + loglog n).

34 /50



Complejidad de la funcién DISJ,

Complejidad deterministica

Se demuestra que D(DISJi) > log(m) por el método de rango.
Si la matriz asociada a la funcién es D/, y X es la fila asociada al
conjunto x, se demuestra por induccién en k y n, que D} tiene
rango completo.

Casos base: las matrices D ([1]), y D2k (diagonal) tienen rango
completo.

Paso inductivo: Sea X; el conjunto de las filas de D} que
corresponden a conjuntos que no contienen a n, y Xy el conjunto
de las que si contienen a n.

Andlogamente se definen Y; como el conjunto de las columnas
correspondientes a conjuntos que no contienen a n, y Y> al
conjunto de las que si lo contienen.

Luego, X1 X Y1 = DL’_l, y X2 x Y, es una matriz de ceros.
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Complejidad de la funcién DISJ,

Luego se aplica una transformacién lineal sobre D}/, de forma de
que Xo X Y7 sea la matriz de ceros, y X» X Y> sea D,’(’::ll.

La transformacién
Si X es una fila en Xy, entonces se reemplaza por:

1 B n—2k
n—ok+1 X n-ok+1 ¥

X =

donde

Ve = E z

z|x'Cz,|z|=k

y x = x"U{n}
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Complejidad de la funcién DISJ,

Primero se verifica que para todo y € Y, X[y] = 0. Hay dos casos:

» Si X[y] = 0, entonces x no es disjunto con y, y como X no
contiene n, entonces x’ no es disjunto con y. Luego para todo
z, se tiene que Z[y] = 0, y por lo tanto Vi[y] = 0. Entonces
X[y]=0-0=0.

» Si X[y] = 1, entonces x es disjunto con vy, y en particular x’
también lo es. Luego los conjuntos z que contienen a n’ y son
disjuntos a y, son los cuyo k-ésimo elemento no esta en x U y,
y por lo tanto hay n — 2k conjuntos posibles. luego
Vily] = n — 2k, y por lo tanto

n—2k B n—2k B
n—2k+1 n—-2k+1

X[yl =
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Complejidad de la funcién DISJ,

Luego se verifica que para todo y € Y5, se cumpla que
Rly] = DISJ(X',y"), donde y = y’ U {n}. Hay dos casos:
» Si x’ y y’ no son disjuntos, entonces para todo z, z no es
disjunto con y’, luego, Vk[y] =0,y X[y]=0—0=0.
» Si x' y y’ son disjuntos, entonces la cantidad de conjuntos z
que sean disjuntos a y’ es n — 2k + 1, y por lo tanto:
n—2k+1

X = — :1
=50
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Complejidad de la funcién DISJ,

Por hipétesis de induccidn, tanto D,’('*1 como D,’(’j tienen rango
completo, entonces D} tiene rango completo, y como es una
matriz de m por m, entonces D(DISJi) > log(m).

Si k = log(n), entonces D(DISJy) = Q(log?(n)), y

NY(DISJ) = O(log(n)), y como ademds para todo k, se tiene que
NO(f) = O(log(n)), entonces la cota del lema anterior es ajustada.
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Complejidad aleatorizada

Protocolo aleatorizado con “moneda privada”

Corresponde a un protocolo donde cada parte tiene acceso a un
string aleatorio privado, y donde cada funcién interna depende
tanto del input original, como del string aleatorio.

Notacidn

» P(x,y) es el valor retornado por P con input (x,y), para
algdn valor de los strings aleatorios.

» El string aleatorio de Alice es rp, y el de Bob es rg.
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Tipos de error

Para un protocolo P, y una funcién f hay 3 definiciones:

» P calcula f con error 0, si para todo (x,y):

PriP(x,y) = f(x,y)l =1

» P calcula f con error ¢, si para todo (x,y):
PriP(x,y) = f(x,y)] 21 -«

» P calcula f con error € por un lado, si para todo (x, y) tal que
f(x,y) = 0 se cumple que:

PriP(x,y) = f(x,y)] =1
y para todo (x,y) tal que f(x,y) =1 se cumple que:

PriP(x,y) = f(x,y)l 21 -¢
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Complejidad aleatorizada
Hay 2 posibilidades, considerar el peor caso, o el caso promedio,
luego se definen:

Complejidad de un protocolo P, con input (x,y) en el peor
caso

La cantidad méxima de bits transmitido por P con input (x, y), al
considerar todas las posibilidades para ra y rs.

Complejidad de un protocolo P, en el peor caso

La complejidad del peor caso méaxima para P de entre todos los
inputs posibles.

Complejidad de un protocolo P, con input (x, y) en el caso
promedio

La cantidad esperada de bits transmitido por P con input (x, y).

Complejidad de un protocolo P, en el caso promedio

La complejidad del caso promedio maxima para P de entre todos
los inputs posibles.
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Complejidad aleatorizada

Dada una funcién f, con Z = {0, 1}, se tiene que:

» Ro(f) es la minima complejidad con error cero, en el caso
promedio de entre todos los protocolos para f.

» para 0 < e < 1/2, R(f) es la minima complejidad en el peor
caso con error €, de entre todos los protocolos para f.
Notacién: R(f) es Ry /3(f)

» para 0 < e < 1, R}(f) es la minima complejidad en el peor
caso, con error por un lado igual a ¢, de entre todos los

protocolos para f.
Notacién: R(f) es R} ,(f).
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Ejemplo

La funcién EQ toma valor 1 ssi sus inputs son iguales. Calcular
R(EQ).

Six=aga1---an_1, ey = bob1---b,_1, se consideran los
polinomios:

A(t) = a0 +art+---+ap_1t""! (mod p)
B(t) =by+ bit+---+ bn_ltn_l (mod p)

sobre GF|[p], con p un niimero primo tal que n®> < p < 2n?, y luego
se desarrolla el siguiente protocolo:
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Ejemplo

Alice elige aleatoriamente (distribucién uniforme) un elemento t de
GF|p], y envia a Bob t y A(t), es decir O(log(p)) bits, y luego Bob
termina el protocolo con output 1 si A(t) = B(t), y 0 en otro caso.
Si x =y, entonces siempre A(t) = B(t), y por otra parte si x # y,
entonces se considera el polinomio A(t) — B(t), el cual es un
polinomio no idénticamente igual a cero, de orden a lo mds n — 1,
luego tiene a lo mas n — 1 raices, y por lo tanto la probabilidad de
error es a lo mas (n—1)/p < n/n? = 1/n, luego

R(EQ) = Ry/n(EQ) = Rll/n(EQ) = O(log(n)). En contraste, con
las técnicas vistas anteriormente puede demostrarse que

D(EQ) = N(EQ) = n+ 1.
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Relacién con otras formas de complejidad
Proposicion

Para toda funcién f, y todo € entre 0 y 1:

Ri(f) = N(f)

Ro(f) = N(f)

Idea de demostracién: Se pueden generar de forma no
deterministica los strings aleatorios.

Lema
Para toda funcién f se cumple que:

R(f) = Q(log(D(f)))

Idea de demostraciéon: Simular el protocolo aleatorizado por un
protocolo deterministico.
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Relacién entre tiempo y espacio ocupados por una MT

La idea
La ejecucién de una MT puede entenderse como un proceso de
comunicacién entre distintos momentos de la ejecucién.

Lema

Sea f:{0,1}" x {0,1}" — {0,1} una funcién, y M una MT con k
cintas de trabajo, que ejecuta en tiempo T(n), y espacio S(n),
para inputs de tamano m = 3n que acepta todas las palabras de

{x0"y | |x| = |y| = n, f(x,y) = 1}

y rechaza todas las de

{x0% | [x| = |y| = n, f(x,y) = 0}
Luego D(f) = O(T(n)S(n)/n).
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Relacién entre tiempo y espacio ocupados por una MT

Demostracién

Alice y Bob simulan conjuntamente la ejecucién de la MT.

Si una parte esta simulando la maquina, y necesita leer una
posicién que no conoce de la cinta de entrada, entonces envia toda
la informacién necesaria a la otra parte, y esta continua la
ejecucion.

Toda esta informacién es O(S(n)). Ademds hay al menos n pasos
entre cada “cambio de contexto”, y como hay T(n) pasos totales,
la cantidad de cambios es a lo mas T(n)/n, y por lo tanto la
cantidad de bits totales intercambiados es O(S(n) T (n)/n).
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Ejemplo

Se considera el lenguaje de los palindromos sobre un alfabeto
binario, y de estos los de la forma:

L={x0"x"| x € {0,1}"}
o equivalentemente:
L={x0"y | xe€{0,1}", EQ"(x,y) =1}
donde EQ"(x,y) = 1ssi x = y".

D(EQ") = n+1= 0(S(n)T(n)/n)

por lo tanto
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Numero de estados de un AF

Lema

Sea f:{0,1}" x{0,1}"” — {0,1} una funcién, L C {0,1}* un

lenguaje (regular), y A = (Q, %, 9, qo, F) un AFD, luego si:
L{0, 13" = {xy | Ix] = |yl = n. f(x,y) = 1}

entonces, D(f) < log(|Q|) + 1.

Ejemplo

Se considera el lenguaje L, = {xx | [x| = n}, o equivalentemente:

Ly =A{xy||x| = |y| = n EQ(x,y) = 1}

Luego como D(EQ) = n+ 1, entonces n+ 1 < log(|Q|) + 1, y por
lo tanto |Q| > 2".
En conclusién, el lenguaje {xx | x € £*} no puede ser regular.
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