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Transformaciones

Sea X un conjunto. Una transformacién es una funcién
12X = 2X,

Decimos que la transformacién 7 es:
» Monoténica: Si para todo Xp, X1 C X,
Xo C X1 = 7(Xo) C 7(X1).
» | J-continua: Si para todo Xp, X1, X2, -+ C X,
XoCXiCTXoC-o = 7(U; Xi) = U, 7(Xi).
» ()-continua: Si para todo Xp, X1, Xa, -+ C X,
Xo 2 X1 2 X2+ = 7(N; Xi) = 7(Xi)-
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Ejemplo de transformaciéon monotdnica

Ejemplo: Sea E una relacién binaria sobre un conjunto finito A.
Considere la transformacién 7 sobre A x A dada por

7(X) = EU(E o X),
donde E o X denota composicién: {(a, b) | (a,c) € E, (c,b) € X}.

Es facil ver que el operador es monotdnico:

XCY = (EoX)C(EoY).

Luego explicaremos porque ademads es | J-continuo y [)-continuo.
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Puntos fijos (fixed-points)

Decimos que X’ C X es un punto fijo, si 7(X’) = X’.

Lemma (Tarski)

Si la transformacion T es mondtonica, entonces existe un menor y
un mayor punto fijo de T con respecto a C. Estos son,
respectivamente,

X (X)X} y UX | X (X))

Vamos a demostrar este resultado.
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Demostracion del lemma de punto fijo

Demostraremos que existe un menor punto fijo. La existencia del
mayor punto fijo puede ser demostrada de la misma forma.

Sea fp(X) el conjunto
{X'CX | r(X')C X'}
Note que fp(X) no es vacio.

Asuma
Xo = [{X' | X' €fp(X)}.

Basta demostrar que Xy es un punto fijo (ya que si esto es cierto,
entonces claramente Xj es el menor punto fijo).
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Demostracion del lemma de punto fijo

Ya que Xy C X', para todo X’ € fp(X), por monotonicidad y
definicién de fp(X) concluimos que

7(Xo) C 7(X’) C X', para todo X’ € fp(X).
Por tanto, 7(Xy) € Xy (ya que 7(Xp) es una cota inferior para
fp(X) y Xo es el infimo de fp(X)).

Ademds, por monotonicidad, 7(7(Xo)) € 7(Xo). Entonces, 7(Xo)
estd en fp(X), y por tanto, Xy C 7(Xp).

Concluimos que Xy es punto fijo, y el lemma ha sido demostrado.

P. Barcel6 — Operadores de punto fijo y el p-calculus 6 /21



Propiedades de puntos fijos

Lemma
Si X es finito y T es continuo, entonces T es | J-continuo y
()-continuo.

Ejercicio: Demuestre el lemma.
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Propiedades de puntos fijos

Demuestre los siguientes lemmas.

Lemma

Si T es monotdnico, entonces para todo i > 0 se tiene que
() € 7 YD) y 7FHX) C TH(X).

Lemma

Si X es finito y T es monotdnico, entonces existe un j > 0 tal que
() es el menor punto fijo de . Similarmente, existe k > 0 tal
que 7/ (X) es el mayor punto fijo de T.
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Puntos fijos: Ejemplo

Ejemplo: Siguiendo con el operador 7 del ejemplo anterior se tiene

que:
» 70(0) = 0,
» 71(0) = {(a, b) | la distancia entre a'y b es 1},
» 72(0)) = {(a, b) | la distancia entre ay b es < 2},
> 7‘(‘;’((2)) —

Por tanto, el menor punto fijo de la transformacién 7 es la clausura
transitiva de E.
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Cémo computar el menor punto fijo

El dltimo lemma visto es interesante porque nos entrega un
procedimiento para computar el menor (resp., mayor) punto fijo de
un operador mondtono 7 sobre un conjunto finito X:

function 1fp(X, 1)
Q:=10;
Q =1(Q);
while @ # @’ do

Q:=Q,

Q =T7(Q);
end while
return(Q)

end function

El nimero de iteraciones es a lo mds | X].
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El p-calculus

El pi-calculus es una légica temporal bastante poderosa que utiliza
menores y mayores puntos fijos para expresar propiedades. Fue
ideado por Kozen a principios de los 80s.

» D. Kozen. Results on the Propositional mu-Calculus. Theor.
Comput. Sci. 27: 333-354 (1983).

El interés en el u-calculus radica en dos consideraciones:

» Subsume a todas las légicas temporales que hemos visto hasta
ahora: LTL, CTL, CTL*.

» Para algunos de sus fragmentos existen algoritmos de model
checking eficientes.
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El p-calculus: Sintaxis

Asuma que ) es un conjunto infinito de variables {Y, Y1, Ya,... }.
Las férmulas en el p-calculus (sobre alfabeto finito ¥) estdn dadas
por la siguiente gramatica:

¢.¢ = aceT | YeEY|-9¢|oVvd | Oo| uY.s(Y)

donde se requiere que para pY.¢(Y) la variable Y aparezca sélo
positivamente en ¢(Y), i.e. en la mira de un ndmero par de
negaciones (explicaremos luego por qué).

Una variable Y en una férmula del p-calculus puede aparecer libre
o acotada, dependiendo de si estd en la mira de un operador pY o
no.

» Usamos ¢(Yi,..., Y,) para denotar que ¢ contiene como variables
libres a Y1,..., Y.
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El p-calculus: Transformaciones definidas por férmulas

Para una variable Y y un conjunto V de estados, denotamos por
Y — V el hecho de que la variable Y asume el valor V.

Sea ¢(Y, Y1,...,Yn) una férmula positiva en Y.

La transformacién definida por ¢(Y') (en un sistema de transicién
M con conjunto de estados E) es la transformacién 7 : 25 — 2E
definida por

(V) = {e | (M,e) |F o(Y — V).
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El p-calculus: Semantica

Como para nuestras anteriores légicas temporales, las férmulas del
p-calculus se evaliian en un estado e de un sistema de transicién
M, pero ahora debemos considerar también una valuacién

o : Y — 2F que interprete las variables libres:

(M,o0,e) = asiysélosiec P,.

» (M,0,e) E Y siysélosieea(Y).

(M,0,e) = p(Yi,...,Y,) siy sblo si existe € tal que
R(e,€') es ciertoen My (M,o,€') = o(Y1,..., Yn).
(M,o,e) = pnY.o(Y, Yr,...,Y,) siysélosi e pertenece al
menor punto fijo (luego veremos que siempre existe) de la

transformacién definida por
(Y, Y1 = o(Y1),..., Y — a(Yh)).

v

v

v

Si ¢ no tiene variables libres, escribimos simplemente (M, e) |= ¢.
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El p-calculus: Otras férmulas

De ahora en adelante asumiremos que las férmulas ¢ A ¢/, Lo, y
vY.¢(Y) definidas como sigue también pertenecen a la ldgica:

vY.op(Y) = —uY.—¢(=Y).
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El p-calculus: Existencia de menores puntos fijos

La restricciéon de que Y aparezca positivamente en 1 Y.4(Y) nos
asegura que el menor punto fijo de la transformacién 7, siempre
existe. De hecho,

Proposicién
Si'Y aparece sélo positivamente en ¢(Y'), entonces 7, es

mondtonico.

Ejercicio: Demuestre la proposicién.
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El p-calculus: Ejemplo

Ejemplo: La siguiente es una férmula en el u-calculus:
pY.(av<OY).

Denote por ¢ a la férmula (a v OY).

Luego,
> 79(0) = 0,
> 74(0) = {e| ec P},
> 7‘2(@) = {e| existe elemento €’ € P, a distancia < 1 de e},
> 73(0) =

;Cuéndo es cierto entonces que (M, e) = uY.(aVv OY)?
» Cuando (M, e) = EFa.
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El p-calculus: Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que para cualquier férmula a/(X) del
p-calculus que es positiva en X las siguientes férmulas son

equivalentes:
puX.a(X) 'y a(pX.a(X)).

Ejercicio: jCudl es la semantica de las siguientes férmulas?

pX.OX y  vXx.OX.
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El p-calculus: Alternacién

Usando las leyes de De Morgan vy las siguiente dualidades
uY. oY) = vY.—é(=Y) vY.p(Y) = pY.~o(=Y)
es posible para cada férmula ¢ en el u-calculus encontrar otra

férmula equivalente ¢, donde todas las negaciones estén
directamente aplicadas a proposiciones atémicas o variables.
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El p-calculus: Alternacién

El nivel de alternacién de ¢, es definido como sigue:
» La alternacién de una proposiciéon atémica o de una variable
es 0.
La al i6n d i ', Oy O igual a |
» La alternacién de =¢, ¢V @', d A @', Ldpy L@, es igual a la
maxima alternacién de una de sus subférmulas.
> La alternacién de ¢p = Y .4(Y') se define como el maximo
entre:
> la constante 1;
> la alternacién de ¢; y
» 1 + (la méxima alternacién de una subférmula de ¢, que sea

de la forma vZ.« y que no sea subférmula propia de ninguna
otra férmula de la forma vZ’.a/).

> La alternacién de ¢, = vY.9)(Y) se define simétricamente.

P. Barcel6 — Operadores de punto fijo y el p-calculus 20 /21



El p-calculus: Alternacién

El nivel de alternacién para una férmula cualquiera ¢ del
p-calculus se define como el nivel de alternacién de ¢,.

Ejemplo: El nivel de alternacién de la siguiente férmula es 2:

vZ. (an<(pY.((ZAb) vV (an<Y)))).
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