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Teoria de autdmatas sobre palabras infinitas

Los autdmatas sobre palabras infinitas son una herramienta
fundamental para la verificacién formal.

» Una de sus aplicaciones: Algoritmo de verificacién para LTL.

En este capitulo vamos a estudiar en detalle estos autématas.

» Y su conexién con ldgicas temporales.
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Autdmatas sobre palabras infinitas: Formalizacién

Dado: Alfabeto finito X.

Definicion
Una palabra infinita w sobre ¥ es una secuencia agaia - - -, donde
cada aj € ¥ (i > 0).

Y “: Conjunto de todas la palabras infinitas sobre ¥.
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Autdmatas sobre palabras infinitas: Formalizacién

Definicién
A= (Q,%,Qo,d,F) es un autémata de Biichi no-determinista
(NB) sobre ¥ si:

» Q es un conjunto finito de estados;
» Qo € Q es un conjunto no vacio de estados iniciales;

> §:Q x X — 29 es una funcién de transicion;

» F C @ es un conjunto de estados finales.

Si |Qo| =1y para cada (g,a) € Q x X se tiene que |§(q,a)| <1,
entonces decimos que A es determinista (DB).
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Autdématas de Bichi: Condicién de aceptacién

Dado: A= (Q,X, Q. 9, F)

Una funcién p : N — @ es una ejecucién de A sobre una palabra
w = ggaiap--- Si

» p(0) € Qo;
» para cada i > 0: p(i + 1) € §(p(i), a;).

Concepto fundamental:

Inf(p) = {ge€ Q| {i]|p(i) =q} es infinito}.
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Autdématas de Bichi: Condicién de aceptacién

Dado: A= (Q,%, Q,0, F)
Definicién
A acepta una palabra infinita w si existe una ejecucion p de A

sobre w tal que Inflp) N F # ().

Lenguaje aceptado por un autémata:

L,(A) = {weX¥| A acepta w}.
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Autémata de Buchi: Ejemplo

i Qué lenguajes aceptan los siguientes autématas?

@ )
@0

@
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Autématas de Buchi: Propiedades de clausura

Vamos a determinar si los autématas de Biichi son cerrados bajo
las siguientes operaciones:

» Unidn

» Interseccion

» Determinizacion
» Complementacién

Estas operaciones son fundamentales para los algoritmos de
verificacion.

M. Arenas — Autématas sobre palabras infinitas 8 /46



Unidn de autdmatas de Buchi

Decimos que los autématas de Biichi son cerrados bajo unidn, si
para cada par de autématas A y B, existe un autémata C tal que:

L,(C) = Ly(A)UL,(B).
Ser cerrado bajo interseccidn se define de la misma forma.

Teorema
Los autématas de Biichi son cerrados bajo union.

Ejercicio: Demuestre el teorema.
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Interseccion de autdmatas de Buchi

Teorema

Los autématas de Biichi son cerrados bajo interseccion.

Demostracidon: Primero vamos a mostrar que el producto de
autématas no puede ser usado directamente para el caso infinito.

Considere los siguientes autématas de Biichi sobre el alfabeto

Y ={a}:

a0 ©)

5. —{o)) 1)
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Interseccidon de autématas de Buchi

Se tiene que: L,(A) = L,(B) = {a“}.

Pero:

a

T

a
A x B:
a

Por lo que L,(A x B) =0 # L,(A) N L,(B).
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Interseccion de autdmatas de Buchi

Veamos como construir un autémata para la interseccion:
Suponga que

(Q17 za Q&yéla Fl)a
= (@, %, Q3,02, F2).

SNBSS

Definimos:

c = (Ql X Q2 X{1,2},Z,Qé X Qg X{1}757F)
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Interseccidon de autématas de Buchi

Donde:
» Para q1€F1,qQEQ2YQEZZ

6((q1,92,1),a) = 61(q,a) x 62(qe, a) x {2}.

v

Paragie @@\ F, e @yack:
6((q1,g2,1),a) = d1(q1,a) x d2(q2,a) x {1}.

v

Paragre Qi, gp € Fryae L:
6((q1,92,2),a) = d1(q1,a) x d2(qa, a) x {1}.

v

Paragie Q1. pe @\ Fryaek:
3((g1,92,2),a) = 01(q1,a) % 62(q2,a) x {2}.

v

F:leQQX{]_}.
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Determinizacién de autématas de Buchi

Decimos que un autémata de Biichi A es determinizable si existe
un autémata determinista B tal que L, (A) = L,(B).

Todos los autématas sobre palabras finitas son determinizable.
» jEsto es falso para el caso infinito!

» Construccién basada en subconjuntos de estados no funciona.

Vamos a construir un NB A tal que para todo DB B se tiene que

Lo(A) # Lo (B).
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Determinizacién de autématas de Buchi

Sea X ={a,b}y:

a, b b

C D

Entonces: L,(A) = {w € * | w tiene un nimero finito de
simbolos a}

Primero vamos a mostrar que la construccién basada en
subconjuntos no funciona en este caso.
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Determinizacién de autématas de Buchi

Utilizando la construccién de subconjuntos generamos el siguiente
autémata:

i Qué lenguaje acepta este autémata?

{w € ¥ | w tiene un nimero infinito de simbolos b}.

Se tiene que L, (A) # L, (B).

> Ndtese que esto no implica que A no sea determinizable.
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Determinizacién de autématas de Buchi

Suponga que A es determinizable: Existe un DB B tal que
L,(A) = L,(B).

Suponga que F es el conjunto de estados finales de B.

Como b* € L, (A), existe iy > 0 tal que para la dnica ejecucién pg
de B sobre b*: po(ip) € F.

Como bab® € L, (A), existe i; > 0 tal que para la tinica ejecucién
p1 de B sobre b®ab®: pi(ip+ 1+ i) € F.

» Notese que p1(ig) € F. iPor qué?
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Determinizacién de autématas de Buchi

En general: Dado k > 1, existen iy, i1, ..., ix > 0 tales que para la
nica ejecucién py de B sobre babta- .- bk-1ab%:

plo+1+im+1+---+i)€eF, para todo j € [0, k].

Si k > |F|, existen 0 < p < g < k tales que
pr(io+ 1+ +1+-+ip) =plio+1+i+1+-+ig)
Por lo tanto:

baba- .- be(ab+t ... ab)* € L,(B).

Esta palabra tiene un nimero infinito de simbolos a: Tenemos una
contradiccién.
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Complementacion de autématas de Biichi

Decimos que un autémata de Biichi A es complementable si existe
un autémata de Biichi B tal que L,(B) = £\ L,(A).

Teorema

Cada autémata de Biichi es complementable.
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Complementacion de autématas de Biichi

i Como podemos demostrar el teorema?

» No podemos usar la técnica usual de complementacién porque
los autémata de Biichi no son determinizable.

» Ni siquiera para DBs es posible usar la técnica usual de
complementacién.

Ejercicio: Suponiendo que ¥ = {a}, construya el
complemento de

A (0] ©)

» Este es el problema mas dificil que vamos a estudiar en este
capitulo.
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Autématas de Muller

Para resolver el problema de la complementacién vamos a
introducir otros dos modelos de autémata sobre palabras infinitas.

Definicién
A=(Q,X, Qo,d,F) es un autémata de Muller no-determinista
(NM) sobre ¥ si:

» @ es un conjunto finito de estados;
> Qo C Q es un conjunto no vacio de estados iniciales;

> 0:Q x X — 29 es una funcién de transicion;

» F C 2Q es una coleccién de subconjuntos de Q.

Si |Qo] =1y para cada (g,a) € Q x X se tiene que |§(q, a)| <1,
entonces decimos que A es determinista (DM).
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Autématas de Muller: Condicién de aceptacién

Dado: Autémata de Muller A = (Q, X, Qp, 0, F)
Definicion

A acepta una palabra infinita w si existe una ejecucion p de A
sobre w tal que Inf(p) € F.

Ejercicio: Construya un DM que acepte el lenguaje:

{w € {a, b}* | w tiene un nimero finito de simbolos a}.
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Autématas de Muller: Algunas propiedades basicas

Teorema
Para cada NB A, existe un NM B tal que L,(A) = L,(B).

Ejercicio: Demuestre el teorema.

Proposicion
Para cada DM A, existe un DM B tal que L,(B) = X\ L,(.A).

Ejercicio: Demuestre la proposicién.
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