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1 Introduccion

Este documento presenta un resumen del mini tu-
torial que se dicté en el curso Tépicos en Ciencia
de la Computacién. Se hace una introduccién a la
mecanica cuantica, para luego repasar algunos con-
ceptos bésicos de informacién cudntica.

1.1 Mecanica clasica

La mecéanica clésica se construye en torno al concepto
de particula, que corresponde a una unidad de mate-
ria puntual, que cuenta con masa, posiciéon y veloci-
dad definidas.

Para una particula puntual de masa m, sea Y . F
la suma de las fuerzas que actian sobre ella, y a su
aceleracion. Entonces:

> F=ma. (1)

La ecuacién anterior (segunda ley de Newton) per-
mite obtener el comportamiento de una particula si
se conocen las fuerzas que actiian sobre ella.

A diferencia de la mecénica clasica, donde se
conoce con certeza la posicién y velocidad, en la
mecanica cuantica se trabajara con funciones de
onda.

2 Mecanica cuantica [1]

La teoria de la mecanica cudntica postula que la tinica
informacién que tenemos acerca de un sistema fSico
es la funcién de onda, que es una funcién compleja
del espacio y del tiempo.

2.1 Ecuacion de Schrodinger

Si se modela una particula como una onda, su
ecuacion de onda serd la ecuacion de Schrodinger:
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Interpretacién estadistica La funcién de onda
se interpreta estadisticamente, considerando la canti-
dad:

b
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como la probabilidad de encontrar a la particula entre
ay b, en el momento t.

Colapso de la funciéon de onda Al hacer una
medicién de la posicién de la particula, la funcién
de onda colapsa en el punto observado. Asi, una
medicién inmediatamente posterior arrojara el mismo
resultado.

Valor medio y varianza El valor medio de la
funcifion f(x), bajo una distribucién de probabilidad
P(z) es:

(4)
y su varianza es o2 = ((Az)?) = (2?) — (x)%

Normalizacién La funcién de onda debe cumplir:
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Esto equivale a afirmar que la particula debe estar
en algin punto del espacio.

2.2 Operadores

Valores de expectacién El valor de expectacién
de la posicién es:
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Para el momentum, tendremos:
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De esta forma se concluye que tanto la posicion
como el momentum actiian como operadores sobre la
funcién de onda:
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2.3 Ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo

Si consideramos las soluciones separables de la
ecuacién de Schrodinger: U(z,t) = ¢(z)p(t), obten-
dremos las siguientes dos ecuaciones:
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La primera tiene como solucién: () =
exp(—iEt/h). La segunda ecuacién es la llamada
ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo:

Hy = EY, (10)
con H = —(h?/2m)(d?/dz?) + V. Asi, la solucién
separable sera de la forma:

U(z,t) = (x)e FN, (11)

Soluciones separables Las soluciones separables
son estacionarias: |¥(z,t)|> = [¥(z)]?. Ademas,
tienen energfa definida: (H) = E'y oy =0.

Por dltimo, y lo que es mds importante, toda
solucién a la ecuacién de Schrodinger puede ser es-
crita como superposicion lineal de las solucidnes sep-
arables:

U(z,t) =Y cathy(z)e P, (12)

2.4 Espacios de Hilbert

Las funciones de onda viven en el espacio de Hilbert,
que es un espacio vectorial completo con producto
interno. En la notacién de Dirac, se aprovecha este
hecho:

U(z,t) — D). (13)

Definimos el siguiente producto interno entre dos
vectores:

(flg) = / f(@)*g(x)de. (14)

Los observables son representados por operadores
hermiticos (i.e. que cumplen (f|Qf) = (Qf|f) Vf).
Cabe notar que los estados determinados de Q (og =
0) son autofunciones de Q

2.5 Operador de evolucién temporal
La evolucién del estado |¥(x,t)) estd gobernada por
la ecuacion de Schrodinger:

0 A
tho |¥(@,0) = H[¥(z,1)), (15)

donde H es el Hamiltoniano. La soluciéon a esta
ecuacion es:

U (x, 1)) = U(6)]¥(z,0)), (16)

donde U(t) es el operador de evolucién temporal, y
es unitario (i.e. UT = U~'). Resulta:

U(t) = exp (—2?) .

El operador de evoluciéon temporal es una her-
ramienta para transformar un estado cuantico. Pos-
teriormente se podra realizar una compuerta cuantica
con un operador de evolucién temporal (la realizacién
fisica de la compuerta consiste en generar el Hamil-
toniano correspondiente).

(17)

2.6 Interpretacién estadistica general-
izada

Si medimos el observable Q(x,p) de una particula
en el estado ¥(x,t), se obtendrd uno de los autoval-
ores del operador Q(x, —ihd/dzx) (i.e. reemplazando
el momentum por su correspondiente operador).
Ademas, las autofunciones de un operador observ-
able son completas, por lo que cualquier funcién de



onda se puede escribir como combinacién lineal de
éstas:

\I/(x,t) - chfn(x)v

n

donde ¢, = (fn|¥). |cn)® serd la probabilidad de
medir el autovalor ¢, de Q.

(18)

2.7 Estados mezclados

Si no conocemos el estado, pero si la probabilidad P,
de que el sistema esté en diferentes estados (normal-
izados) |1y,), entonces el valor medio de un operador
A sera:

(4) = an<wn“4|"/)n> (19)

Introducimos la matriz de densidad p:

n
Asi, el valor medio de un operador para un estado
mezclado es:

(A) = Tr(pA). (21)

Asi, podemos representar un estado en su forma

vectorial |¥) o con su matriz de densidad p =

|¥)(¥|. La segunda forma permite incorporar una
distribucién estadistica de estados.

3 Informacién cuantica [2]

3.1 Qubits

La unidad béasica de la informacién cuantica es el
qubit. Un qubit corresponde a un sistema fisico que
tiene dos estados ortogonales, que llamaremos |1) y
|0).

La implementacion fisica del qubit puede ser
cualquier sistema de dos niveles. Por ejemplo: los
estados de polarizaciéon de un fotén, la orientacién
del spin de una particula de spin 1/2, dos niveles en-
ergéticos de un atomo, etc.

Como los usaremos mucho, introducimos los sigu-
ientes operadores:

1= 0)(0] + [1)(1],
&z = [0) (1] + [1)(0],
&y = i|1){0] —4[0) (1],
&= = 0)(0] — [1){1].

(22)

En general, un qubit puede encontrarse en una
superposicion de los estados |1) y |0):

1) = ao|0) + a1|1), (23)
donde ag y a; son nimeros complejos. Como [b) debe
estar normalizado, podemos redefinir las constantes
de la siguiente forma:

[)) = cos (Z) |0) + €' sin (Z) ). (24)

Esfera de Bloch Podemos representar los
pardametros 6 y ¢ como las coordenadas esféricas
de un punto sobre un cascaroén:

- (0>-i1) 7 (0> +i1)

Muiltiples qubits Si tenemos varios sistemas
fisicos representando qubits, podemos escribir su
funcién de onda con el producto tensorial:

[P) =10)®|1) ®...®]0). (25)
Para transformar un qubit de esta secuencia, us-
amos un operador definido analogamente:

I®..IUaI...0 1))

=0 ®...U)0)®...®0). (26)

Un estado de multiples qubits como el anterior
serd el andlogo de un registro de un computador
clasico.



3.2 Compuertas cuanticas

Trabajamos con un sistema fisico que tiene dos nive-
les: |0) y |1). En mecénica cudntica, podemos actuar
sobre un estado [¢) con una transformacién unitaria
U. Esta transformacién sers el analogo a una com-
puerta légica de un qubit.

u

Algunas de las compuertas mds importantes son:
Hadamard (H), Pauli-X (X), Pauli-Y (Y), Pauli-Z

(Z) y Phase (S) y n/8 (T).
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Compuerta NOT cuantica La compuerta Pauli-
X es conocida también como la compuerta NOT
cudntica, ya que transforma [0) — 1) vy |1) — |0).
Sin embargo, no es una compuerta NOT cuédntica uni-
versal, ya que no transforma [¢)) — |¢+).

Una compuerta NOT 6ptima Consideramos los
operadores:

. 1 . 1 . 1
Ay = —6,, Ay=—6, A3=-—2=6, 28
1 \/g x 2 \/g Yy 3 \/g ( )
La siguiente operacién:
p—= > AipAl, (29)
produce la siguiente transformacién:
2 L, 1
W] = ST W+ Sl (), (30)

lo cual tiene una probabilidad de éxito de un tercio.

3.3 Comunicaciones cuanticas

Alice selecciona un mensaje del conjunto {a;} y envia
a Bob el estado correspondiente del conjunto {p;} de
estados senal. Bob conoce los dos tltimos conjun-
tos, ademds de las probabilidades P(a;) de que Alice
seleccione un mensaje.

Asi, Bob conoce de antemano la matriz de densi-
dad del estado que recibira:

p=>_ Plai)p;. (31)
1

Bob debera determinar cual de los estados p; le

fue enviado.

Envio de estados ortogonales Si los estados {p; }
son ortogonales (i.e. p;p; = 0), entonces Bob puede
medir un observable cuyos autoestados sean los esta-
dos senal.

Envio de estados no-ortogonales Consideramos
que Alice puede enviar uno de los estados {|11), |¥2)},
que no son ortogonales. Reescribimos el segundo es-
tado:

o) = alib1) + BlvT), (32)

Si Bob mide el observable A = |4y (¢1]| —
|9) (1], obtendrd con certeza el valor +1 si el es-
tado es [¢1), pero podréd obtener tanto +1 como —1
si el estado es [¢)9).

Las comunicaciones cuanticas se aprovecharan de
este hecho ya que, si bien Bob tendra mas dificul-
tades en recibir una senal, estas dificultades también
las tendra un posible tercero que desea interceptar la
comunicacién (Eve).

No-clonacién El teorema de no-clonacién es-
tablece que no se puede hacer una copia perfecta de
un estado cudntico. Supongamos que tenemos dos
registros: [¢) (que queremos copiar) y |B) (blank).
Queremos realizar la transformacion

) @ |B) = [¢) @ [¢), (33)

para todo estado |¢). Supongamos que se cumple

0) @[B) = [0) @ 10),

1 @[B) = [1) @]1). (34)

Se sigue del principio de superposicién que un es-
tado general transformara como:



(@|0) + 51)) @ [B) — [0) ©0) + A1) @ [1), (35)

lo cual no es un par de copias del estado original.

3.4 Distribucién cuantica de llaves

Protocolo BB84 Alice envia qubits a Bob
preparados en una de dos bases. Denotamos con @
la base {|0) , |1)} v ® serd la base:

10)

Sl

= (10) +11).

1
2

5

1) (10) = 1)) . (36)

A continuacién, Alice generd qubits elegidos
aleatoriamente entre los cuatro anteriores. A los es-
tados |0) y |0) se les asocia el bit 0, mientras que a
los estados |1) y |17}, el bit 1.

Los estados son enviados a Bob, quien mide cada
estado con una base elegida al azar entre las dos op-
ciones: @ o ®. Si Bob elige la base equivocada, en-
tonces el resultado de su medicién podra ser correcta
o incorrecta.

Una vez medidos los valores, Bob comunica
publicamente a Alice qué bases usé para sus medi-
ciones (e.g. ©,8,®,®,...).

Alice responde indicando en qué ocasiones las
bases coinciden. Los resultados donde las bases no
coincidieron son descartados.

En ausencia de Eve (evesdropper), los bits resul-
tantes serdan compartidos por Alice y Bob. Si alguien
estd escuchando, esto introducira errores en los bits
recibidos por Bob. Alice y Bob podran comparar un
subconjunto de bits piblicamente para determinar si
existe un interceptor. Si es asi, el procedimiento se
cancela. Si no, los bits comparados piblicamente se
descartan y los restantes constituiran la clave privada
compartida.

3.5 Principios de la

cuantica

computacion

Para realizar una computacion con estados cudnticos
necesitamos:

1. Una coleccién finita de qubits, cuyo estado ini-
cial corresponde al input. Cada qubit puede estar en
uno de dos estados ortogonales, |1) o |0).

2. Un circuito de compuertas cudnticas, disenado
para ejecutar una transformacién unitaria sobre el es-
tado inicial de los qubits.

3. Finalmente, se debe realizar una medicién
sobre los qubits. Esta medicién debera revelar, al
menos con una probabilidad suficientemente alta, el
resultado.

Para acotar la notacién, denotaremos, por ejem-
plo, el estado de cinco qubits |1) ® [0) ® |0) @ |1) @ |1)
como [10011).

Idealmente, el procesador cudntico realizaria una
transformacién unitaria:

ja) = Ula) = | f(a)), (37)

donde a es un ntmero y f(a) es cualquier funcién
booleana. Esto no funciona, debido a que una trans-
formacion unitaria preserva los productos internos en-
tre estados.

Introducimos una segunda secuencia de qubits |b)
y realizaremos la siguiente transformacion:

ja) @ [b) = Usla) @ [b) = |a) @ [b& f(a)),  (38)

donde b@® f(a) es la adicién médulo 2. Asi, los estados
la1) ® [b@ f(a1)) v |az) @ |b&® f(az)) son ortogonales
aunque f(a1) = f(ag). Por tltimo, elegimos b = 0.
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