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Recuerdo de Teoria de Autdmatas

Consideramos algunos conceptos base de Teoria de Autématas:
» alfabeto (finito),
» concatenacidn, palabras,
> Y *, lenguajes,
> expresion regular, lenguaje regular,

» autdmata finito determinista.
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Recuerdo de Matematicas Discretas

Consideramos algunos conceptos base de Matematicas Discretas:
> relacién de equivalencia, clases de equivalencia,
» cuociente de un conjunto por las clases de equivalencia

» indice de una relacién de equivalencia.
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Ejemplo de Relacién de Equivalencia

Consideremos el conjunto X = Q y la relaciéon ~ sobre X:
X~y x—yEel.

Clases de equivalencia: [x]~, para x € X (o simplemente [x]).

Cuociente: X/~ = {[x]~ : x € X}.

En este caso, X/~={[x]: 0 < x < 1}.

El indice de una relacién ~ es el tamafio de X /~.
La relaciéon del ejemplo tiene indice infinito.
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Lenguajes star-free

Consideremos expresiones regulares extendidas con un
operador de complementacion:

» Sireser., Teser. extendida, y L(F) = L(r) = X* ~ L(r).
> Sir,msoner., rnMNresuna expresion regular extendida, y
L(r1 N r2) = L(r1) N L(rz).

» M no es estrictamente necesario: L(r N rp) = L(E+Tz).

Definicién
Un lenguaje es star-free si se puede generar con una
expresion regular extendida que no usa el operador *.
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Ejemplos de Lenguajes star-free

> 1 es star-free.
r=10.

» {w € X*: w empieza con b o termina con b}.
r = b + 0b.

» {w € ¥* : w no contiene la subpalabra aa}.

r = Daal.
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Semigrupos y Monoides

Un par (S,-) es un semigrupo si - es una operacién asociativa:
(x-y)-z=x-(y-z) para todo x,y,z € S.

Un semigrupo (M, -) es un monoide si tiene un elemento neutro e:
xe = ex = x para todo x € M.

» Si el neutro e existe, es unico.

Un monoide (G, ) es un grupo si cada elemento x € G tiene un
inverso x 1 € G: xx71 = x1x = e, donde e es el neutro.

Dado un semigrupo (S, ) y X C S, decimos que S es un

sub{semigrupo,monoide,grupo} si - es cerrado en X y
X es un {semigrupo,monoide,grupo}.
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Ejemplos de Semigrupos y Monoides

(N~ {0},+) es un semigrupo (+ es asociativa).
» (N, +) es un monoide, pues 0 es neutro.

» (Z,+) es un grupo, pues cada elemento tiene inverso.

Zy = {0,1} es un monoide con la multiplicacién médulo 2.

» 1 es neutro.

(Z,-) es un monoide (no hay inversos en general),
pero ({1},-) es un subgrupo.
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Semigrupos Aperiddicos

Definicion
Un semigrupo (S, ) se dice aperiddico si
para cada s € S existe n € N tal que s"t1 = s".

Teorema
Un semigrupo finito es aperiédico si y sélo si
no contiene subgrupos no triviales.
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Ejemplos de Semigrupos Aperiddicos

El monoide (Z,, -) es aperiédico. En efecto, 02 = 0!, y 12 = 11,
(Zy,+) no es aperiédico, pues 11 = 1% para todo k.

Sea M = N el monoide con la operacién x - y = max{x, y}.
M es aperiddico. En efecto, x - x = x para todo x € M.
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|deal de un Semigrupo

Dado un semigrupo (S, ) y X C S, se definen los conjuntos:
» XS={x-s:xeX,se S}y
» SX={s-x:xe X,se S}

Un subconjunto / de un semigrupo S es un ideal si ISC /1y SI C |.
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Ejemplos de Ideales

() y S son ideales triviales de un semigrupo (S, -).

Ejercicio

Sea S = N el semigrupo con la operacién x - y = min{x, y}.
i Cémo son los ideales de 57

Si I ={0,...,k} para algin k, entonces / es un ideal de S.
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El Ideal Prohibitivo de x

Sea M un monoide y x € M.
El ideal prohibitivo (forbidding ideal) de x se define como

Fx ={y € M : pyq # x para todo p,q € M}
={yeM:x¢g MyM}

Debemos demostrar que Fx es unideal: siy € Fyy m,p,q € M,

p(ym)q = (p)y(mq) # x,

pues y € F,. Como p, g son arbitrarios, x & M(ym)M,
por lo que ym € F,. Como y, m son arbitrarios, F,M C F,.
Similarmente, MF, C F, y se concluye que F, es un ideal.

A. Mallea El Teorema de Schiitzenberger



Ejemplo de Ideal Prohibitivo

Proposicién

Sea (S, -) un semigrupo aperiédico. Para todo x,p,q € S, si
X = pxq, entonces x = px = xq.

Si (M, -) es un monoide aperiédico con neutro e, entonces
Fe =M~ {e}.

En el monoide aperiddico (Zy,-), Fo =0y F, = {0}.
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La Relacion =,

Dado un lenguaje L, se define la relacién =; sobre ¥*:
x=pysiparatodouve X, xue L < yue L.

=, es una relacién de equivalencia.

Teorema (Nerode)

L es regular si y sélo si el indice de = es finito.
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El Autdmata Minimo

El AFD minimo se puede construir con ¥*/ =, .

Ejemplo
Sea L el lenguaje sobre {a, b} de las palabras que empiezan con b.
i Cudles son las clases de equivalencia de =;7
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Caracterizacion de =; con Autémata Minimo

Teorema

Sea A= (Q,%,d,qo, F) un autémata minimo que acepta L.
Entonces x =, y si y sélo si d(qo, x) = (g0, y)-
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La Relacion ~;

Dado un lenguaje L, se define la relacién ~; sobre ¥*:
x~yp ysiparatodou,veX* uxvel & uyv el

~ es una relacién de equivalencia.

Teorema (Myhill)

L es regular si y sélo si el indice de ~; es finito.

» En efecto, si |[£*/ =;| = n, entonces |L*/ ~;| < n".

A. Mallea El Teorema de Schiitzenberger



Caracterizacion de ~; con Autémata Minimo

Teorema

Sea A= (Q,%,d,qo, F) un autémata minimo que acepta L.
Entonces x ~; y siy sélo si para todo g € Q, 0(q,x) = 0(q,y).
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El Monoide Sintactico de un Lenguaje

El conjunto ¥*/ ~, equipado con la operacién [x][y] = [xy],
constituye el monoide sintactico de L, Syn(L).

La operacién esta bien definida (;por qué?) y es asociativa:

(XIyDIz] = [vllz] = [()2] = [x(y2)] = [Xlyz] = [X]([v]2])
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Ejemplos de Monoide Sintactico

Sea X ={a}y P={x€X*:|x]|espar}. iCémo es Syn(P)?

Syn(P) = {[e]~. [al~, }

La operacién - estad definida por

Notamos que Syn(P) no es aperiédico: [a]¥*1 # [a]* para todo k.
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Ejemplos de Monoide Sintactico

Sea X = {(,)} y B el lenguaje de los paréntesis balanceados.
Notemos que B no es regular. ; Cémo es Syn(B)?

syn(B) = |J {D°("1~s}

a,beN

No es aperiédico: [))(] kit # [))(]k para todo k.
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Homomorfismos

Dados los monoides My, M5, una funcién h: M; — M> es un
homomorfismo si h(xy) = h(x)h(y) para todo x,y € M.

Dado un monoide M y un alfabeto ¥, una funcién h: X* — M es
un homomorfismo si h(xy) = h(x)h(y) para todo x,y € £*.
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El Lenguaje Reconocido por un Monoide

Definicién

Dado un alfabeto X y un monoide M, decimos que

L C ¥* es reconocido por M si existe X C M y un homomorfismo
h:¥* — M tal que L = h=1(X).

Abusando notacién, decimos que L C ¥* es
reconocido por un homomorfismo h: X* — M
si existe X C M tal que h=1(X) para algiin X C M.
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Paridad es Reconocido por (Z,, +)

Consideremos el lenguaje P = {x € {a}* : |x]| es par} y
el monoide M = ({0, 1}, +), donde la adicién es médulo 2.

Afirmacién. P es reconocido por M.

En efecto, h: {a}* — M dado por h(x) = |x| mdd 2
es un homomorfismo y P = h=1({0}).
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Otro Lenguaje Reconocido por un Monoide

Sea X ={a,b}ylL= L(b@), es decir, el lenguaje sobre ¥ de
palabras que empiezan con b.

| [e] [a] [b]
[€] | [e] [a] [b]
[a] | [a] [a] [a]
[6] | [6] [b] [B]

Notar que L es star-free, y que Syn(L) es aperiddico:

[61° = [e], [a]* = [a], [6)* = [b].
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Un Lenguaje mas Reconocido por un Monoide

Sea ¥ = {a,b} y L = L(aa*b), es decir, el lenguaje sobre ¥ de
palabras que empiezan con una o mas a y terminan con b.
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Un Lenguaje mas Reconocido por un Monoide

El monoide sintéctico de L = L(aa*b) tiene la siguiente operacién:

| el [a]  [b] [ab] [bb]
[e] | [e] [a] [B] [ab] [bb]
[a] | [a] [a] [ab] [ab] [bb]
[b] | [b] [bb] [bb] [bb] [bb]
[ab] | [ab] [bb] [bb] [bb] [bb]
[bb] | [bb] [bb] [bb] [bb] [bb]

Notar que L es star-free: L = L(b@+ @a). Syn(L) es aperiddico:

[612 = [e], [a]* = [a], [6]° = [b]*, [ab]® = [ab]?, [bb]* = [bb].
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El Teorema de Schiitzenberger

En 1965, Marcel Paul Schiitzenberger dio un importante paso en la
Teoria Algebraica de Autdmatas.

Teorema
L es star-free si y sélo si Syn(L) es finito y aperiddico.
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El Teorema de Schiitzenberger

La demostracién dada por Schiitzenberger es bastante técnica.
A continuacién discutiremos las ideas involucradas.

Idea 1

Demostrar que Syn(L) es el monoide mas pequefio que reconoce L.

Idea 2
Si h:2X* — M es un homomorfismo, X C M, entonces

h X)) = | r ).

xeX
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El Teorema de Schiitzenberger

Idea 3

Como los lenguajes star-free son cerrados bajo unién, podemos
buscar una expresién regular star-free para h=1(x), con x € X
arbitrario, y luego operar estas expresiones con +.

Idea 4

Un ideal / de un monoide finito M determina un
monoide M/I cuyo tamafio es igual a [M| — |I| +1 < |M]|, via un
homomorfismo natural que denotaremos h;.
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El Teorema de Schiitzenberger

Idea 5

Si h:X* — M es un homomorfismo y x € M, entonces
h=1(x) = (hg, o h) "' (x), donde Fy es el ideal prohibitivo de x.

v h

® he,

M/F,
Aqui, ¢ = hg, o h es un homomorfismo, y |M/Fy| = |[M| — |Fx| + 1.

Asi, si |Fx| > 1, el lenguaje h~1(x) puede ser reconocido por un
monoide mds pequeno que M.
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El Teorema de Schiitzenberger

Idea 6

Si L = h=1(/) para algtin ideal / en un monoide finito y aperiédico
M, entonces L puede ser generado por una expresion star-free que
involucra lenguajes reconocidos por monoides aperiédicos mds
pequenos.

En el caso base, el ideal / = () reconoce el lenguaje vacio,
reconocido por la expresién (). En el paso inductivo se considera una
palabra arbitraria w € L y se construyen expresiones de la forma

Pah=1(y)b0 C L,

donde w = avb y h(v) = y. La induccién termina porque hay
finitas elecciones para el triple (a, y, b).
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El Teorema de Schiitzenberger

Idea 7

Sea M un monoide aperiédico. Entonces, para cada x € M,
{x} = (xM N Mx) \ Fx.
Como consecuencia, podemos separar h™1(x):

P () = (h= (M) 0 A (M) B (F)
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El Teorema de Schiitzenberger

Idea 8

Sea M un monoide finito y aperiddico con neutro e, ¥ un alfabeto
finitoy h: ¥* — M un homomorfismo. Si e # x € M, entonces
existe Y C M tal que, para todo y € Y, Fx C F, y h™1(x) puede
ser expresado con una expresidn star-free que involucra los
lenguajes h=%(y) para y € Y y otros lenguajes reconocibles por
monoides aperiddicos mds pequenos.
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Esbozo de la demostracion

Por induccién en el tamafio del monoide. Con el monoide vacio
podemos reconocer (), y con un monoide de un elemento podemos
reconocer * = ().

Para el paso inductivo basta con considerar h=1(x) para algtin

x € M. Se expresa h™1(x) con una expresién que involucra h=1(y)
para ciertos y € Y que satisfacen F, C F,, de modo que

[M/Fy| < [M/F| <M.

Como estos lenguajes h~1(y) son reconocidos por monoides mas
pequenos que M, podemos aplicar la hipétesis de induccién.
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