LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Hay propiedades que no pueden ser expresadas en L&

» De hecho, sabemos que algunas de estas propiedades son
computables en tiempo polinomial

Vamos a demostrar que la LPO con operador de menor punto fijo
estd contenida en LY,

» Concluimos que la LPO con operador de menor punto fijo no
captura PTIME
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LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Dado: Vocabulario £

» Ri, ..., R, son simbolos de predicados que no son
mencionados en L

» La aridad de Rjes ki (1 < i< n)

Sea ¢i(Xi, R1,...,Ry) (1 < i < n) una férmula en LPO sobre
(LU{R1,...,Rn}) que es positivaen Ry, ..., R,

» El ndmero de variables en X; es igual al nimero de argumentos
€en R,'

» V; es el conjunto de variables mencionadas en
wi(Xi, Ry, ..., Rn)
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LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Sea ¢ € {1,...,n}. La siguiente es una férmula en LPO con
operador de menor punto fijo:

a(y) = [Mpg,r(p1(x1, R, Rn)s s pn(Xn, Rey oo Rn))I(Y)

Sean:

k = méx{ki,... kn}

. 2. ktvik
Vamos a mostrar como expresar a(y) en L5 FvTke
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LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Para cada 7 € {1,..., n}, definimos:

¥ (%) = ~(u = u),

donde u es una variable en X;

i Qué representa ??
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LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Seaie{l,...,nfym>0
Definimos wl'.”ﬂ()?,-) como ©;(Xj, R1,..., R,) pero aplicando la
siguiente regla de reemplazo.

» Suponga que R;j(V) es mencionado en ¢;(X;, Ry,...,Rp), con
JEL . n} v = (i) y (Vi vig} C Vi

R;(¥) es reemplazado en 3! (%;) por:
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LY 'y la LPO con operador de menor punto fijo

Entonces a(y) es equivalente a:
|y =5n (Vo) )|

m>0

i Por qué la equivalencia es cierta?
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LPO con operador de menor punto fijo: Inclusién

De lo anterior obtenemos como conclusion:

Proposicién

Cada férmula o en LPO con operador de menor punto fijo puede
ser expresada en LY
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LPO con operador de menor punto fijo no captura PTIME

Sea £ = y PARIDAD = {2l € STRUCT[L] | dominio de 2 tiene
un nimero par de elementos}

Obtenemos como corolarios de los resultados anteriores:

Corolario

PARIDAD no es expresable en LPO con operador de menor punto
fijo

Corolario
LPO con operador de menor punto fijo no captura PTIME
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Complejidad Descriptiva: Orden

Dado: Vocabulario £ que contiene predicado binario <

Notacion

» ORDSTRUCT[L] = {2 € STRUCT[L] |<® es un orden lineal}

» Lenguaje: Subconjunto de {enc(2) | A € ORDSTRUCT|[L]},
donde enc(2l) no incluye al predicado <

» (lase de complejidad: Conjunto de lenguajes
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Complejidad Descriptiva: Orden

Definicidon
Una logica LO captura una clase de complejidad C sobre la clase
de estructuras ordenadas si:

» Para toda oracion ¢ en LO, se tiene que
L5 = {enc(2) | 2t € ORDSTRUCT[L] y A |= ¢} estd en C

> Para cada L € C, existe una oracion o en LO tal que L = L

Vale decir, para cada 2l € ORDSTRUCT[L]: enc(2) € L si y
sélo si A = ¢
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Complejidad Descriptiva: Una légica para PTIME

Teorema (Immerman-Vardi)

LPO con operador de menor punto fijo captura PTIME sobre la
clase de estructuras ordenadas

Demostracién: Consideramos el caso £ = {G(-,-), <}

» Para otros vocabularios la demostracion es similar

Sabemos que para toda oracién ¢ en LPO con operador de menor
punto fijo, se tiene que L3 estd en PTIME

» Soélo tenemos que demostrar la otra direccidn
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

Dado L en PTIME, vamos a encontrar ¢ en LPO con operador de
menor punto fijo tal que L = L3

» Para cada 2 € ORDSTRUCT[L]: enc(2) € L si y sélo si
A=y

Suponemos que L es aceptado por una MT determinista M que
para en todas las entradas y funciona en tiempo n*

» Como en la demostracién del teorema de Fagin: M funciona
en tiempo n?X para una estructura con n elementos
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

Ademds, suponemos que M = (Q, X, qo, 0, F), donde:

» > ={0,1}
>Q:{QO,...,qm}
> F={qm}

> 0 (@5 A{gm}) x (XU{B,F}) = Q@x (X U{B,F}) x {0, =}

es una funcidn total
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

Formulas auxiliares:

> po: Orden lexicografico construido a partir de <

SOO(XL---7X2ka)/17-~7)/2k) — \/((/\XJ >/\X/<yl>

=1

» @p: Primer elemento del orden O

pp(X) = —Jyeo(y,X)
Cada tupla de variables tiene largo 2k (|x| = |y| = 2k)

> s: Relacién de sucesor asociada a O

ps(X,¥) = @olx,y) A=3z(po(X,Z) N po(Z,¥))

I1C3263 — Maquinas de Turing y Modelos Finitos 66 / 88



Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

Oracién ¢ es definida como:

=7] [prﬁm,Eqm (07_0()_(17.)717 T07 T17 T37 T|_7 H? NH? EQO’

97—1()_(27)727 TO) T17 TB7 T|—7 Ha NH7 qua
GTB()_(37)737 TO) T17 T37 T|—7 Ha NH) qua

01 (%a,ya> To, T1, Te, T, H, NH, Eq , .
O1i(%s, 75, To, T1, Te, Ty H, NH, Egy, . .
Onn (X, 76, To, T1, Te, Tioy H, NH, Eq .
Oc,, (o, To, T1, Te, Try H, NH, Eq, ...

007

eEqm(ﬁma T07 T17 TB? T|—7 Ha NH7 Eq07 .-
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

97_0()_(17)717 T07 Tla TBa Tl—a H7 NH) qua R Eqm):

wp(Xx1) A dz13z,3z3 (—Elw (w < z1) AN =G(22,23) A

905(517 <. 721/7 227237)71)>

N

2k—2 veces

Vv
1z (905(27)_(1) /\TO(27)71) A\ NH(Za.)_/l))

Vv
\/ 3z <g05(2,>_<1) A Ta(z,y1) NH(Z, 1) A Eq(2)>

(g,a):46(q,a)=(q’,0,X)
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

97_1()_(27)727 T07 Tla TBa Tl—a H7 NH) qua R Eqm):

QO,D()_Q) A dz1dzrdz3 <—E|W(W < 21) A G(ZQ,Z3) N

905(517 <. 721/7 227237)72)>

N

2k—2 veces

Vv
1z (905(27)_(2) /\T1(27)72) A\ NH(27)72))

Vv
\/ 3z <g05(2,>_<2) A Ta(Z,i2) NH(Z, i2) A Eq(2)>

(g,a):4(q,a)=(q’,1,X)

I1C3263 — Maquinas de Turing y Modelos Finitos 69 / 88



Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

QTB()_(37)737 T07 Tla TBa Tl—a H7 NH) qua R Eqm):

wp(X3) A dz13z <ﬂ3v(v <zI)Nz3 <z A

—3z3(z1 < z3 AN z3 < 2p) A 900(517 -y 215,22, 21, 217)73))
2k—3 veces
\V
3z (105(2, %) ATs(Z,73) A NH(Z, 73))
\V
\ 3z (gos(z,is) A Ta(Z,y3) AN H(Z,73) A Eq(2)>

(g,2):6(qg,a)=(q’,B,X)
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

9T|_(>_<47_)747 TO) T17 TB7 T|—7 H7 NH7 Eq07 I Eqm):

(pp(Xa) N @p(¥a))

V
3z (905(27)_(4) /\T|—(27Y4) A NH(27)74))
V
V32 (s m) A Tu(z 0 A HE 30 A E(2))

(g,a):4(q,a)=(q’,,X)
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

QH()_(57)757 TO) T17 TB7 T|—7 H7 NH7 qua IR EQm):

op(X5) N\ vs(Xs, ¥5)

V
Vo 303 (es(0.%) A s, ) A
(g,a):4(q,a)=(q’,b,<)
T.(v,w) AN H(v,w) A Eq(v))
V
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

V
Vo 3030 (es0.5) h s i) A
(g,2) :6(q,a)=(q’,b,—)
T.(v,w)ANH(V,w) A Eq(v))
V
\/ v (sas(v,f@) A Ta(V, y5) NH(7, 75) A Eq(V)>

(g,a):4(q,a)=(q’,b,0)
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

9/\/[-[()_(6,)_/6, To, Tl, TB, T|_, H, /VH7 qu, c ooy Eqm)i

wp(X6) N 3Z (0s(X6,2) A (vol¥e,Z) V vol(Z,¥)))
V

\/ Jvaw3z (@5(\7,)?6) A To(v, W) A H(7, W) A
(.a) : 8(q,a)=(q’,b,<)

Eo(7) A gs(2, @) A (90 (F6: 2) V o (2. %)))

V
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

V

\/ IvIw3z <<p5(\7,>'<6) A Ta(7, W) A H(7, W) A
(g,a):4(q,a)=(q’,b,—)

EL(7) A os(,2) A (90 (76, 2) V wo(2. %)))
\V4

\/ IyIw (ws(v,xﬁ) A Ta(v, W) A H(V, W) A
(g,a):6(q,a)=(q’,b,10)

Eo(7) A (90T, 1) SOO(W>)76)))
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

QEqO(L_I(), T(), Tl, TB, T|_, H, NH, qu, e o ey Eqm)i
pp(do)
Vv
\ 73w <¢5(\7, o) A Ta(v, w) A

(g,a) : 6(q,a)=(qo,b,X)
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Teorema de Immerman-Vardi: Demostracion

Para cada i € {1, Cee m}, QEqi(U;, To, T1, Ts, T, H, NH, qu,
..., Eg,,) es definido como:

\/ 73w (905(\7, Gi) A Ta(v, W) A
(q,va) : 5(q/7a):(qi7bvx)

H(7, W) A Eq/(\7))
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Teorema de Immerman-Vardi: Un corolario fundamental

Corolario

PTIME £ NP si y sélo si LPO con operador de menor punto fijo es
menos expresiva que ALSO sobre la clase de las estructuras
ordenadas

» Existe una oracion ¢ en LSO que no puede ser expresada en
L PO con operador de menor punto fijo sobre la clase de las
estructuras ordenadas
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;Y qué pasa si no tenemos un orden?

El Teorema de Immerman-Vardi nos da una légica que captura
PTIME sobre la clase de las estructuras ordenadas.

» Es una légica natural

Una consecuencia del Teorema de Fagin: Si PTIME = NP,
entonces existe una légica natural que captura PTIME sobre |a
clase de todas las estructuras

» Esta logica es LSO

Conjetura de Gurevich

No existe una légica natural que captura a PTIME sobre la clase
de todas las estructuras
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Y finalmente PSPACE ...

Una dltima preguntar por responder:

» ;Existe una légica que captura PSPACE?

Candidato natural: LPO con operador parcial de punto fijo

» ;Captura esta légica a PSPACE sobre la clase de todas las
estructuras?
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LYy la LPO con operador parcial de punto fijo

Dado: Vocabulario £

» Ri, ..., R, son simbolos de predicados que no son
mencionados en L

» La aridad de Rjes ki (1 < i< n)

Sea ¢i(Xi, R1,...,Ry) (1 < i < n) una férmula en LPO sobre
(L:U{Rl,...,/'_\)n})

» El ndmero de variables en X; es igual al nimero de argumentos
€en R,'

» V; es el conjunto de variables mencionadas en
wi(Xi, Ry, ..., Rn)
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LYy la LPO con operador parcial de punto fijo

Sea ¢ € {1,...,n}. La siguiente es una férmula en LPO con
operador parcial de punto fijo:

O‘()_/) — [pfpf(g,Rg(Spl()?la Ry,..., Rn)7 s 790n()_<n7 Ry,..., Rn))]()_/)

Sean:

k = max{ky,..., kn}
v = |Vi|+ ...+ |V,

. 2. ktvik
Vamos a mostrar como expresar a(y) en L5 FvTke
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LYy la LPO con operador parcial de punto fijo

Para cadaie {l,...,n} y m>0:

> )"(X;) es definida como en la demostracién de que la LPO
con operador de menor punto fijo esta incluida en £%_ |

Adem3s, para cada m > 0:

/\vx,( m(x;) H¢m+1(x,))
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LYy la LPO con operador parcial de punto fijo

Entonces a(y) es equivalente a:
|y =xn V (emnup) )|

m>0

i Por qué la equivalencia es cierta?
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LYy la LPO con operador parcial de punto fijo

De lo anterior obtenemos como conclusion:

Proposicién

Cada férmula o en LPO con operador parcial de punto fijo puede
ser expresada en LY
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LPO con operador parcial de punto fijo no captura
PSPACE

Sea L = y PARIDAD = {2l € STRUCT[L] | dominio de 2 tiene
un nimero par de elementos}

Obtenemos como corolarios de los resultados anteriores:

Corolario

PARIDAD no es expresable en LPO con operador parcial de punto
fijo

[1C3263 — MaAquinas de Turing y Modelos Finitos 86 / 88



LPO con operador parcial de punto fijo no captura
PSPACE

Corolario
LPO con operador parcial de punto fijo no captura PSPACE

» De hecho, LPO con operador parcial de punto fijo ni siquiera
incluye a PTIME

i Qué falté para capturar PSPACE?

» Nuevamente vamos a demostrar que el ingrediente faltante
era un orden lineal
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Complejidad Descriptiva: Una légica para PSPACE

Teorema

L PO con operador parcial de punto fijo captura PSPACE sobre Ia
clase de estructuras ordenadas

Obtenemos como corolario:

Corolario

NP + PSPACE si y sélo si ALSO es menos expresiva que LPO con
operador parcial de punto fijo sobre la clase de las estructuras
ordenadas
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