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Falla de completitud en el caso finito

Caso finito: No se puede tener un sistema deductivo completo.
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Falla de completitud en el caso finito

Caso finito: No se puede tener un sistema deductivo completo.

Vamos a ver que esto es una consecuencia de la indecidibilidad del
siguiente problema:

FIN-SAT = {¢ | ¢ tiene un modelo finito}
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Falla de completitud en el caso finito

Caso finito: No se puede tener un sistema deductivo completo.

Vamos a ver que esto es una consecuencia de la indecidibilidad del
siguiente problema:

FIN-SAT = {¢ | ¢ tiene un modelo finito}

Teorema (Trakhtenbrot)
FIN-SAT es indecidible

Demostracion: Vamos a reducir el problema de verificar si una
MT determinista acepta la palabra vacia a FIN-SAT.
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

Sea Y ={0,1} y M =(Q, %, qo,d, F) una MT tal que:

> F = 1{qm}
> 0 (@N{gm}) x (XU{B,F}) = QX (XU{B,F}) x {«,1, =}

es una funcidn total
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

Sea Y ={0,1} y M =(Q, %, qo,d, F) una MT tal que:

> F = 1{qm}
> 0 (@N{gm}) x (XU{B,F}) = QX (XU{B,F}) x {«,1, =}

es una funcién total
Sea L es siguiente vocabulario:

{L('7 ')7 5(7 ')7 ’D()7 H('? ')7
TO('? ')7 Tl('v ')7 TB('? ')7 Tl—('v )} U {Eq() | qc Q}
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

El funcionamiento de la MT M sobre la palabra vacia es definido
por una oracién ¢ sobre L.

» M acepta la palabra vacia si y sélo si o € FIN-SAT
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

El funcionamiento de la MT M sobre la palabra vacia es definido
por una oracién ¢ sobre L.

» M acepta la palabra vacia si y sélo si o € FIN-SAT

@ es definida como ¢©; A s App Apr ANoc A\ oa\ ps:
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

El funcionamiento de la MT M sobre la palabra vacia es definido
por una oracién ¢ sobre L.

» M acepta la palabra vacia si y sélo si o € FIN-SAT

@ es definida como ¢©; A s App Apr ANoc A\ oa\ ps:
©wr: L es un orden lineal

Vx (—L(x,x)) AVxXVy (x =y V L(x,y) V L(y,x)) A
VxVyVz (L(x,y) A L(y,z) — L(x, z))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

©ws: S es la relacién de sucesor asociada a L

VxVy (S(x,y) < (L(x,y) A =3z (L(x,2) A L(z,y))))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

©ws: S es la relacién de sucesor asociada a L

VxVy (S(x,y) < (L(x,y) A =3z (L(x,2) A L(z,y))))

wp: P almacena el primer elemento del orden

Vx (P(x) & 3y L(y,x))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

©ws: S es la relacién de sucesor asociada a L

VxVy (S(x,y) < (L(x,y) A =3z (L(x,2) A L(z,y))))

wp: P almacena el primer elemento del orden

Vx (P(x) ¢ =3y L(y, x))

©;: Estado inicial

VxVy ((P(x) A S(x,y)) —
(Eqo(x) N H(x,y) AN Tre(x,x) ANVz (L(x,z) = Ts(x,z))))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

wc: La maquina funciona correctamente.

» Se define como la conjuncién de cuatro férmulas
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

wc: La maquina funciona correctamente.

» Se define como la conjuncién de cuatro férmulas

Cada celda siempre contiene un unico simbolo:

VxVy ((To(x,y) V Ti(x,¥) V Te(x,y) V Te(x,y)) A
(= To(x,y) VoTi(x,¥)) A(=To(x,y) V = Ts(x,y)) A
(= To(x,y) VT (x,¥)) A(=Ta(x,y) V 2 Te(x,y)) A
(=T1(x,y) V= Te(x,y) A (= Te(x, ) V 2 Ti-(x, ¥)))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

La maquina siempre esta en un Unico estado:

w( \ (Eq(x)/\ A\ ﬂEq/(x)))

qeq q'c(Q~{q})
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

La maquina siempre esta en un Unico estado:

w( \ (Eq(x)/\ A\ ﬂEq/(x)))

qeq q'c(Q~{q})

La cabeza siempre esta en una Unica posicion:

Vx3dy (H(x,y) ANVz(H(x,z) = y = z))
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

Finalmente, el valor de una celda no cambia si no es apuntada por
la cabeza lectora:

VxVyVz ((S(X,y) A —H(x, z)) —
(( To(x,2) A To(y,2)) V(T1(x,2) A T1(y,2)) V

(Ta(x,z) A Te(y,z)) V(T(x,2z) A T(y, z))>>
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

©wa: La maquina acepta la palabra vacia

3x Eq, (x)
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Teorema de Trakhtenbrot: Demostracion

©wa: La maquina acepta la palabra vacia

3x Eq, (x)

©ws: Representa la funcién de transicidon 9

Vamos a hacer uno de los casos: d(q,a) = (q¢’, b, +)
VxVyVuVv ((H(x, y) A Ta(x,y) N Eg(x) A

S(x,u) A S(v,y)> — (H(u, V) A Tp(u,y) A Eq/(u)>>
[]
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Vamos a ver algunas aplicaciones del Teorema de Trakhtenbrot

Notacion
FIN-VAL = {¢ | @ es satisfecha por todos los modelos finitos }
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Vamos a ver algunas aplicaciones del Teorema de Trakhtenbrot

Notacion
FIN-VAL = {¢ | @ es satisfecha por todos los modelos finitos }

Corolario
FIN-VAL es indecidible
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Vamos a ver algunas aplicaciones del Teorema de Trakhtenbrot

Notacion
FIN-VAL = {¢ | @ es satisfecha por todos los modelos finitos }

Corolario
FIN-VAL es indecidible

Ejercicio

Demuestre el corolario
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Corolario

No existe un sistema de deduccion decidible para FIN-VAL que sea
correcto y completo
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Corolario

No existe un sistema de deduccion decidible para FIN-VAL que sea
correcto y completo

Demostracion: Si existiera este sistema, entonces:

FIN-SAT = {¢ | ¢ no tiene un modelo finito}

seria recursivamente enumerable (j Por qué?)

[1C3263 — MaAquinas de Turing y Modelos Finitos 11 / 88



Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Corolario

No existe un sistema de deduccion decidible para FIN-VAL que sea
correcto y completo

Demostracion: Si existiera este sistema, entonces:

FIN-SAT = {¢ | ¢ no tiene un modelo finito}

seria recursivamente enumerable (j Por qué?)

Pero FIN-SAT es recursivamente enumerable

» Por lo tanto: FIN-SAT seria decidible, lo cual contradice el
Teorema de Trakhtenbrot
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Corolario

Si PTIME £ NP, entonces todos los siguientes problemas son
indecidibles:

1. Decidir si una férmula en LSO es equivalente a una formula
en LPO

2. Decidir si una formula en 3LSO es equivalente a una formula
en LPO con operador de menor punto fijo

3. Decidir si para una férmula ¢ en LS50 se tiene L, estd en
PTIME
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Corolario

Si PTIME £ NP, entonces todos los siguientes problemas son
indecidibles:

1. Decidir si una férmula en LSO es equivalente a una formula
en LPO

2. Decidir si una formula en 3LSO es equivalente a una formula
en LPO con operador de menor punto fijo

3. Decidir si para una férmula ¢ en LS50 se tiene L, estd en
PTIME

Ejercicio

Demuestre el corolario
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Dada una férmula ¢(x1,...,xx, R) en LPO sobre £ U {R},
recuerde que para cada X C A

T(X) = {(a1,...,ak) € A* | (A, X) E ¢(a1,---,ak R)}
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Dada una férmula ¢(x1,...,xx, R) en LPO sobre £ U {R},
recuerde que para cada X C A

T(X) = {(a1,...,ak) € A* | (A, X) E ¢(a1,---,ak R)}

Corolario
El problema de verificar si T, es monotono es indecidible
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Teorema de Trakhtenbrot: Aplicaciones

Dada una férmula ¢(x1,...,xx, R) en LPO sobre £ U {R},
recuerde que para cada X C A

T(X) = {(a1,...,ak) € A* | (A, X) E ¢(a1,---,ak R)}

Corolario
El problema de verificar si T, es monotono es indecidible

Ejercicio

Demuestre el corolario
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Complejidad Descriptiva

Dado: Vocabulario £

Notacion
» Lenguaje: Subconjunto de {enc(2l) | A € STRUCT[L]}

» Ejemplo: L ={G(-,-)} y L = {enc(2) | A es 3-coloreable}

» (lase de complejidad: Conjunto de lenguajes

» Ejemplo: NP = {L | existe una MT no determinista M tal que
M acepta L en tiempo polinomial}
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Complejidad Descriptiva

Definicidn
Una logica LO captura una clase de complejidad C si:
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Complejidad Descriptiva

Definicidn
Una logica LO captura una clase de complejidad C si:

» Para toda oracion ¢ en LO, se tiene que:
L, = {enc(A) | A = ¢} estd enC
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Complejidad Descriptiva

Definicidn
Una logica LO captura una clase de complejidad C si:

» Para toda oracion ¢ en LO, se tiene que:
L, = {enc(A) | A = ¢} estd enC

» Para cada lenguaje L € C, existe una oracion ¢ en LO tal que

L=L,
Vale decir: enc(2l) € L si y sélo si A = ¢
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Punto de partida de la complejidad descriptiva: Teorema
de Fagin

Dado: Vocabulario £

Teorema (Fagin)
LSO captura NP
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Punto de partida de la complejidad descriptiva: Teorema
de Fagin

Dado: Vocabulario £

Teorema (Fagin)
LSO captura NP

Demostracidon: Sabemos que para toda oracién ¢ en LSO, se
tiene que L, esta en NP.

Vamos a demostrar la otra condicion: Dado L en NP, vamos a
encontrar ¢ en JLSO tal que L = L.

» enc(RA) € LsiysolosiAE
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Teorema de Fagin: Demostracion

Consideramos el caso £ = {G(-,-)}

» Para otros vocabularios |la demostracion es similar

Suponemos que L es aceptado por una MT no determinista M que
funciona en tiempo polinomial.

También suponemos que > = {0,1} y M = (Q, %, qo, 9, F), donde
> Q:{q07"'7qm}
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Teorema de Fagin: Demostracion

» Para todo (g,3) € (Q ~ {gm}) X (X U {B,F}), existe
(¢,b,X) € Q@ x (XLU{B,F}) x {«,,—} tal que
(q7 d, q/7 ba X) €0

» Para todo a € (X U{B,F}), no existe (¢’, b, X) € QX
(ZU{B,F}) x {«,0,—} tal que (gm,a,q", b,X) €6

» M funciona en tiempo polinomial: Existe kK > 0 tal que si M acepta
enc(2l), entonces existe una ejecucién de M que acepta enc(2l) en
un ndmero de pasos menor a |enc(2A)[
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Teorema de Fagin: Demostracion

i Por qué podemos hacer los supuestos anteriores?
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Teorema de Fagin: Demostracion

i Por qué podemos hacer los supuestos anteriores?

» ;i Por qué podemos suponer que M ejecuta un ndmero de
pasos menor a nk?
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Teorema de Fagin: Demostracion

i Por qué podemos hacer los supuestos anteriores?

» ;i Por qué podemos suponer que M ejecuta un ndmero de
pasos menor a nk?

k

» ;Por qué podemos usar n” en lugar de c- nk?
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Teorema de Fagin: Demostracion

i Por qué podemos hacer los supuestos anteriores?

» ;Por qué podemos suponer que M ejecuta un numero de
pasos menor a nk?

k

» ;Por qué podemos usar n” en lugar de c- nk?

Ejercicio
Suponiendo que L es un lenguaje finito, construya una L-oracién ¢
en JLSO tal que L = L.
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Teorema de Fagin: Demostracion

Dada una estructura A con |A| = n, se tiene que |enc(A)| = n?

» M recibe como entrada enc(2(): Funciona en tiempo
(nZ)k — n2k

Para una estructura con n elementos, M funciona en tiempo n?k

» Hay que tener esto en cuenta en la construccidon de la oracidn
que representa a L

I1C3263 — Maquinas de Turing y Modelos Finitos 20 / 88



Teorema de Fagin: Demostracion

Definimos oracién ¢ como:

31303S3P3HIT, 3T, AT 3T 3E,, --- 3E,, (
oL Npo Nps ANop Ao Apc Aoa N @s)

@wr: L es un orden lineal

Vx (-L(x,x)) AVxVy (x =y V L(x,y) V L(y,x)) A
VxVyVz(L(x,y) A L(y,z) — L(x, z))
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Teorema de Fagin: Demostracion

wo: O es un orden lexicografico, construido a partir de L, para las
tuplas con 2k elementos

Vx1 - VxorVyr - Vyok <O(X1,---,sz,)/1,---,)/2k) >

V(A=) 0s)
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Teorema de Fagin: Demostracion
ws: S es la relacidn de sucesor asociada a O

VXVy (S(x,y) < (O(x,y)AN—-3Z(O(x,Z) A O(Z,¥))))

Notacion
Cada tupla de variables tiene largo 2k

> x| = |yl = 2] = 2k en s
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Teorema de Fagin: Demostracion
ws: S es la relacidn de sucesor asociada a O

VXVy (S(x,y) < (O(x,y)AN—-3Z(O(x,Z) A O(Z,¥))))

Notacion
Cada tupla de variables tiene largo 2k

> x| = |yl = 2] = 2k en s

wp: P almacena el primer elemento de O

VX (P(x) <« -3y O(y,X))
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Teorema de Fagin: Demostracion

w;: Representa el estado inicial de M
VXxVy [(P()?) A 5()?,)7)) — (H()?,y) A Ego(X) N T (X, X) A
EIUHV<_E|W(L(W, u)) A —=3w (L(v,w)) A
Yuy -+ Vuy Vv (S(ul, o, Uog, V) —

<_IO(U,.”’U7V,V,U]_,..-7U2k) —
(G (k1. k) = To(R, 7)) A

(G(ng_l, U2k) — Tl()?, \7)))) A

(0w uvvsn ) =+ Ta(x.9)) ) ) )
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Teorema de Fagin: Demostracion

@wc: La maquina funciona correctamente. Se define como la
conjuncién de cuatro férmulas

Primero, cada celda siempre contiene un tnico simbolo:

VXVy [(To(i,y) V T1(x,¥) V Tg(X,¥) V TF(>‘<,;7)) A
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Teorema de Fagin: Demostracion

Segundo, la maquina siempre esta en un uUnico estado:

W(\/ (Eq(f()/\ N ﬁEq/(i)))

qgeQ q'c(Q\{q})
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Teorema de Fagin: Demostracion

Segundo, la maquina siempre esta en un uUnico estado:

W(\/ (Eq(f()/\ N ﬁEq/(i)))

qe@ q'€(Q\{q})
Notacion
2k
(y1,..-,¥ok) = (21, ..., 20k) representa a la férmula /\ Vi = z
i=1
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Teorema de Fagin: Demostracion
Segundo, la maquina siempre esta en un uUnico estado:

W(\/ (Eq(f()/\ N ﬁEq/(i)))

qgeQ q'c(Q\{q})

Notacion
2k

(y1,..-,¥ok) = (21, ..., 20k) representa a la férmula /\ Vi = z
=1

Tercero, la cabeza siempre esta en una Unica posicion:

Vx3y (H(%,7) AVZ(H(%,2) = 7 = Z))
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Teorema de Fagin: Demostracion

Cuarto, el valor de una celda no cambia si no es apuntada por la
cabeza lectora:

VRV Yz KS(%,)‘/) A —H(X, 2)) —
((To(x, 2 A To(7,2)) V (Ta(%, 2) A Ta(7, 7)) V

(Ta(%.2) A Tal7.2)) V (T (%, 2) A T (5. z»)]
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Teorema de Fagin: Demostracion

wa: La maquina acepta la entrada.

3x Eqm ()?)

ws: Representa la funcién de transicién 9.
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Teorema de Fagin: Demostracion

wa: La maquina acepta la entrada.

3x Eqm ()?)

ws: Representa la funcién de transicién 9.

> g se construye como la conjuncion de las formulas ¢ 4),
donde g # qgn y a€ (X U{B,F})
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Teorema de Fagin: Demostracion
P(q,a)
w7 | (E46) A Tu5.9) A H5))

(
( \/  Vave(S(x, @) AS(v,y) —

(g,a,q9’,b,<—)€0

E () N H(d, v) A Tb(a,y))) V

( \/  Vavu(S(x, @) AS(7,7) —

(g,a,q9’,b,—)€d

E,(d) N H(id, v) A Tb(a,y))> V

(VS8 Eg(@) A HE) A Tu(E.9) )|

(g,a,q9’,b,0)€é
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Teorema de Fagin: Algunas consecuencias

Definimos el fragmento universal de la Iégica de segundo orden
(VLSO) como el conjunto de todas las férmula en LSO de la forma:

\V/X]_\V/XQ . °\V/Xg L,

donde ¢ es una férmula en LPO.

Para un lenguaje L, definimos L como {enc(2) | enc(2A) & L}
> coNP = {L | L € NP}
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Teorema de Fagin: Algunas consecuencias

Corolario
VLSO captura coNP
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Teorema de Fagin: Algunas consecuencias

Corolario
VLSO captura coNP

Corolario
NP # coNP si y solo si ALSO # VLSO
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Teorema de Fagin: Algunas consecuencias

Corolario
VLSO captura coNP

Corolario

NP £ coNP si y sélo si ALSO # VLSO, vale decir, si alguna de las
siguientes condiciones es verdadera:

» Existe una oracion en 3LSO que no es expresable en ¥LSO

» Existe una oracion en VLSO que no es expresable en LSO
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