“Autémata = Ldégica’: Demostracion

Dado: Alfabeto 2

Teorema (Biichi)

Un lenguaje L sobre ¥ es regular si y sélo si L = L(®) para alguna
Ls-oracion ® en MSO.

Demostracion: (=) Sea L un lenguaje regular
» Existe autémata A tal que L = L(A)

Vamos a construir una Ly-oracién ® 4 tal que L(A) = L(P4)
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“Autémata C Logica’: Demostracion

Suponga que A = (Q, %, qo, 9, F), donde
> Q:{q07"'7qm}

Sie & L(A), entonces ® 4 se define como:

I Xy - - - IXg, W

donde W es la conjuncidn de las siguientes férmulas:

» Estado inicial:

Ix [Vy =(y < x) A Xgp(X)
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“Autémata C Logica”: Demostracion

» Para cada (gj,a) € Q x X tal que d(qj, a) = g;:

VxVy [(Xq, (x) A Py(x) A

X<y/\_E|Z(X<Z/\Z<)/)) %qu()/)]

» Estado final:

wf-tenn Vo (AR

(g,a):0(qg,a)eF
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“Autémata C Logica’: Demostracion

» Conjuntos Xg,, ..., Xg, forman una particién:
Vx [ \/ (Xq(x) AN ﬂxq,(x)>]
qeQ q'€(Q~{q})

Si e € L(A), entonces ® 4 se define como:
—dx (x =x) V IXg, -+ -3X,, V

i Por qué funciona bien esto?
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“Autémata D Logica’: Demostracion

(<) Sea ® una Ly-oracién en MSO

» Suponemos que rc(®) = k, con k >0

Vamos a definir un autémata Ag sobre ¥ tal que L(P) = L(Agp)

» Ingrediente esencial: MSO k-tipos de las estructuras 2,

Se tiene que {Xélw | w € ¥*} es finito hasta equivalencia ldgica

» jPor qué?
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“Autémata D Logica’: Demostracion

Sea {70,...,7¢} una enumeracién de {x§ |w € X*}
> {710,...,7} C {Xé{w | w e ¥}
» Para cada Xélwv existe i € {0,...,/¢} tal que Xélw =T

» Para cada i,j € {0,...,¢} con i # j, se tiene que 7; # T;

Definimos A¢ a partir de {7, ..., 7}
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“Autémata D Logica’: Demostracion

Suponga que 7o = Xy

Entonces Ag se define como (Q, X, 79,9, F), donde:

> Q:{To,...,Tg}
» F={7;|ie€{0,... ¢} yexiste w € * tal queT,-Exlg(Wy
Aw = ¢}

> 0(7j,a) = T7j si existe w € X* tal que:

_  k — .k
Ti=Xyu, Y 7j=XA.
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“Autémata D Logica’: Demostracion

Primero tenemos que demostrar A¢ esta bien definido.

L ema

Para todo wi,wy € ¥* ya € ¥, si A, =" A,,, entonces
M
Qlwla —k =10 QLWQa

Ejercicio

Demuestre el lema usando la técnica de composicién
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“Autémata D Logica’: Demostracion

Ahora tenemos que demostrar que L(®) = L(Ag)

Sea w € X* de largo n > 0

» Sea p:{0,...,n} = Q la ejecucién de A¢ sobre w y
7i = p(n)

Por definicidén de 0 y el lema, se tiene que:

_ k
T — XQlW
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“Autémata D Logica’: Demostracion

(C) Suponga que w € L(P)
> Se tiene que A, = ¢

Dado que 77 = Xélw' se tiene que 7; € F
» Concluimos que w € L(Ag)

(D) Suponga que w € L(Ag)
» Se tiene que 7; € F: Existe wy € X* tal que 77 = Xélm y
Ay = ¢

Dado que 77 = x5 . se tiene que x5 = Xé‘m

Por lo tanto: 2, E,'\(/'SO A,
» Concluimos que w € L(®) yaqueA,, =Py rc(P) =k
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“Autodmata = Logica”: Algunos corolarios

Corolario

El lenguaje {0"1" | n > 1} no es regular

Corolario

MSQO = dAMSO sobre las estructuras que representan palabras
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