Una Aplicacion de Teoria de Modelos Finitos:
“Logica = Autdomata”
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Légica Monadica de Segundo Orden (MSO)

La Iégica monddica de segundo orden (MSO) restringe a la LSO
sélo permitiendo cuantificadores de segundo orden unarios.

> ;Qué se puede decir en esta ldgica?
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Légica Monadica de Segundo Orden (MSO)

La Iégica monddica de segundo orden (MSO) restringe a la LSO
sélo permitiendo cuantificadores de segundo orden unarios.

> ;Qué se puede decir en esta ldgica?

En esta seccién vamos a estudiar esta légica por su conexién con la
teoria de automatas.

[1C3263 — Una Aplicacién de Teoria de Modelos Finitos: “Légica = Autémata” 2 /60



Légica Monadica de Segundo Orden (MSO)

La Iégica monddica de segundo orden (MSO) restringe a la LSO
sélo permitiendo cuantificadores de segundo orden unarios.

> ;Qué se puede decir en esta ldgica?

En esta seccién vamos a estudiar esta légica por su conexién con la
teoria de automatas.

» Vamos a demostrar que “légica = autémata”
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Un poco de notacion

Notacion

El rango de cuantificacion de una formula ¢ en MSO se define
como:

» Si ¢ es atémica, entonces rc(p) =0

» Si o = —p, entonces rc(p) = rc()

» Sip =1 V0, entonces rc(p) = max{rc(), rc(0)}

» Si ¢ = dx 1, donde x es un cuantificador de primer orden,
entonces rc(p) = 1+ rc(v)

» Si o =dX 1, donde X es un cuantificador de segundo orden,
entonces rc(p) = 1+ rc(v)
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Un poco de notacion

Dado: L-estructura 2 con dominio A, tupla 3 = (a1,...,an) de
puntos en Ay tupla A= (A;,...,A,) de subconjuntos de A
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Un poco de notacion

Dado: L-estructura 2 con dominio A, tupla 3 = (a1,...,an) de
puntos en Ay tupla A= (A;,...,A,) de subconjuntos de A

Notacion
(A, 3,A) es una (LU {c1,...,Cm, Pi(-),... Pa(:)})-estructura tal
que:

> c,-(gl’é’Z\) = a;j para todo i € {1,...,m}

> Pj(m’é’z‘) = Aj para todo j € {1,...,n}
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Juegos para MSO

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,..., ¢/}
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Juegos para MSO

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,..., ¢/}

Elementos del juego:

Tablero . L-estructuras A y *B
Jugadores . Duplicator (D) y Spoiler (S)
Nidmero de rondas : k > 0 (parametro del juego)
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Juegos para MSO

En cada ronda, S decide si va a jugar un punto o un conjunto
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Juegos para MSO

En cada ronda, S decide si va a jugar un punto o un conjunto

» Si S decide jugar un punto, entonces elije una estructura y
juega un punto en esa estructura

D responde con un punto en la otra estructura
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Juegos para MSO

En cada ronda, S decide si va a jugar un punto o un conjunto

» Si S decide jugar un punto, entonces elije una estructura y
juega un punto en esa estructura

D responde con un punto en la otra estructura

» Si S decide jugar un conjunto, entonces elije una estructura y
juega un conjunto en esa estructura

D responde con un conjunto en la otra estructura
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Juegos para MSO

Sean (a1,...,am), (b1,...,bm) los puntos jugados en A y B, y

(A1,...,An), (B1,...,B,) los conjuntos jugados en 2 y B

» Se tiene que k = m+n

. . % %
S gana el juego si ((¢f',..., ¢ a1, .-, am), (¢f,---, ¢,

bi,...,bm)) no es un isomorfismo parcial de (2, A;,...,A,) en

(B, B1,...,B))

» En caso contrario gana D

I1C3263 — Una Aplicacion de Teoria de Modelos Finitos: “Légica = Autémata”

7 / 60



Juegos para MSO: Estrategia ganadora

Definicion
D tiene una estrategia ganadora en el juego para MSO de k rondas

entre % y B, si para cada posible forma de jugar de S, existe una
forma de jugar de D que le permite ganar.

Notacién: 2 52”50 B
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

Sean 2 = ({1,2,3,4}) y B = ({1,2,3,4,5}). iEs cierto que
A =150 B7
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

Sean 2 = ({1,2,3,4}) y B = ({1,2,3,4,5}). iEs cierto que
A =150 B7

Dado k > 1: jExiste algtin n para el cual ({1,...,n}) =M>0
{1,...,n,n+1})7
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Dado: £L =10
Proposicion

Sean A y B L-estructuras con al menos 2 elementos en el
dominio cada una. Entonces A =0 53
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Dado: £ = ()

Proposicion

Sean A y B L-estructuras con al menos 2 elementos en el
dominio cada una. Entonces A =0 53

Demostracion: Por induccidn en k

» La demostracién es trivial para el caso kK =1

Suponga que la propiedad se cumple para kK > 1, y que 2, B son
L-estructuras con al menos 21 elementos en el dominio cada una

» Vamos a demostrar que 2l Elh(/lf? B
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Primero suponga que S decide jugar un punto a; en %l.

» Entonces D responde con un punto arbitrario b; en ‘B.
» Se tiene que |[A~ {a1}| > 2%y |B ~ {b}| > 2*

Entonces:

({ar}) =2 ({br})

(A~ A{ar}) =159 (B~ {b1}) por hipétesis de induccién

Por lo tanto: A partir de la movida (a1, b;), D tiene una
estrategia ganadora para las siguientes k movidas

» D compone las estrategias senaladas arriba
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

Ahora suponga que S decide jugar un conjunto Aj en 2.

> Si |A1] < 2%, entonces D responde con un conjunto arbitrario
B1 en ‘B tal que ’Al‘ = ’Bl‘

> Se tiene que |A~ Ar| > 2Ky |B~\ By| > 2k

Entonces:

(A1) =9 (By) dado que |A;| = |By]
(AN A =59 (B~ B;) por hipétesis de induccién

Por lo tanto: A partir de la movida (A1, B1), D tiene una
estrategia ganadora para las siguientes k movidas

» D compone las estrategias senaladas arriba
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Juegos para MSO: Primer Ejemplo

> Si |A~ Ay] < 2%, entonces D responde con un conjunto
arbitrario By en ‘B tal que |B \ Bi| = |A N\ A4

Como en el caso anterior, se concluye que a partir de la

movida (A1, By), D tiene una estrategia ganadora para las
siguientes k movidas.
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

> Si |[A1] > 2K y |[A~ Aq| > 2%, entonces D responde con un
conjunto arbitrario By en B tal que |By| > 2Ky |B\ By| > 2%,

Por hipdétesis de induccién:
(A1) =9 (B1)
(AN A =9 (BN B)

Por lo tanto: A partir de la movida (A1, B1), D tiene una
estrategia ganadora para las siguientes k movidas
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Juegos para MSO: Primer ejemplo

Si S decide jugar en ‘B, D responde de manera andloga

Por lo tanto: D tiene una forma de responder a S en la primera

movida que le asegura una estrategia ganadora en las siguientes k
movidas

- : —MSO
Concluimos que: 2l =,>1" B
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Juegos para MSO: Segundo Ejemplo

Sea L = {<}

Proposicion

Sean A y B L-estructuras tales que <*, <® son ordenes lineales,
2l tiene una cantidad par de elementos y B tiene una cantidad
impar de elementos. Entonces A #M>0 8.
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Juegos para MSO: Segundo Ejemplo

Sea L = {<}

Proposicion

Sean A y B L-estructuras tales que <*, <® son ordenes lineales,
2l tiene una cantidad par de elementos y B tiene una cantidad
impar de elementos. Entonces A #M>0 8.

Ejercicio

Demuestre la proposicion
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Caracterizacién de MSO

Dado: Vocabulario £

Notacion

MSQOIk| es el conjunto de L-oraciones en MSO con rango de
cuantificacion a lo mas k.
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Caracterizacién de MSO

Dado: Vocabulario £

Notacion

MSQOIk| es el conjunto de L-oraciones en MSO con rango de
cuantificacion a lo mas k.

Teorema
Para todo par de L-estructuras 2l y ‘B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A=MOp
2. A y B estan de acuerdo en MSO[k|
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Demostracion de la caracterizacion: Tipo de una estructura

Dado: L-estructura 2 con dominio A, tupla a de puntos en Ay
tupla A de subconjuntos de A

Definicion
El MSO k-tipo de (2,3, A) es definido como:

mso-tp; (2,3, A) = {p(x,X) |
©(x,X) es una férmula en MSO tal que
re(p(x, X)) < k y A = ¢(3,A)}
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Demostracion de la caracterizacion: Tipo de una estructura

. ema

Si L es finito, entonces mso-tp, (2, 3, /Z\) contiene un numero finito
de formulas hasta equivalencia logica.
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Demostracion de la caracterizacion: Tipo de una estructura

. ema

Si L es finito, entonces mso-tp, (2, 3, /Z\) contiene un numero finito
de formulas hasta equivalencia logica.

Demostracion: Como en el caso de LPO, por induccién en k se

puede demostrar que ha§ta equivalencia légica hziy un numero
finito de férmulas (X, X) en MSO con rc(p(x, X)) < k. ]
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Demostracion de la caracterizacion: Tipo de una estructura

Como mso-tp, (2,3, A) es finito (hasta equivalencia légica), existe
una férmula Xé‘méz\)(i,X) que lo representa.

Para cada (‘B, b, B) se tiene que:

iB ‘: X?ﬂ)é)ﬂ)(gﬂ B)
si y solo si
mso-tp, (B, b, B) = mso-tp, (2, 3, A)
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Demostracidon de la caracterizacidon: Back & Forth

Sean A y B L-estructuras con dominios Ay B, respectivamente

Para la demostracién usamos tipos y la relacion:
> A =50 93 5i 2 =50 B
~MSO -
> A >0 B s
forth : para cada a € A, existe b € B tal que
(A, a) ~MSO (5B, b)

para cada X C A, existe Y C B tal que
(A, X) =50 (B, Y)

back : para cada b € B, existe a € A tal que
(A, a) ~}>° (B, b)
para cada Y C existe X C A tal que

B,
(2, X) =50 (3B, ¥)
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Caracterizacion de MSQO: Version extendida

Teorema

Para todo par de L-estructuras 21 y ‘B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A =M0p
2. A y B estdan de acuerdo en MSO[k|
3. A~M0O 3
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Caracterizacion de MSQO: Version extendida

Teorema

Para todo par de L-estructuras 21 y ‘B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A =M0p
2. A y B estdan de acuerdo en MSO[k|
3. A~M0O 3

Demostracion: Suponga que los dominios de 2 y B son Ay B,
respectivamente.

(1. < 3.): Por induccién en k. Para k = 0 se tiene por definicién.
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Demostracion de la version extendida

Suponga que la propiedad se cumple para k.

» Suponga que 2 2/%?? 8. Tenemos que demostrar que

—_MSO

Si S juega a; € A, existe by € B tal que (2, a;) ~M>0 (%3, by)
(ya que A =5 B).

Por hipétesis de induccién: (2, a1) ="°° (B, by)
» Para todo a; € A, existe by € B taI que (2, a1) =M°0 (B, by)
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Demostracion de la version extendida

Si S juega A1 C A, existe B; C B tal que
(A, A1) =120 (B, B1) (ya que 2A ~}!>5P B).

Por hipétesis de induccién: (2, A;) =50 (B, B;)

» Para todo A; C A, existe By C B taI que
(2(7 Al) EMSO (%7 Bl)

Combinando esto con los resultados obtenidos usando back,

concluimos que 2 =}">P B,
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Demostracion de la version extendida

» Suponga que 2 E,'Y'flo B. Tenemos que demostrar que
~MSO
—k+1 B

Sea a1 € A y suponga que S juega a;. Como 2 E,'Y'f?

existe by € B tal que (2, a1) =1°° (B, by).

Por hipétesis de induccién: (2, a;) ~M°9 (B, by)

» Para todo a; € A, existe b; € B taI que (2, ar) ~M5° (B, b;)
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Demostracion de la version extendida

Sea A; C Ay suponga que S juega A;. Como E,'\(/EP B,

existe By C B tal que (2, A;) =M9 (B, By).

Por hipétesis de induccién: (2, Ay) ~M>0 (B, B)

» Para todo A; C A, existe Bi C B taI que
(Q[ Al) MSO (%7 Bl)

Combinando esto con los resultados obtenidos al hacer jugar a

- ~MSO
S en %5, concluimos que 21 ~ ">~ B.
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Demostracion de la version extendida

(2. < 3.): Por induccién en k.

Para kK = 0 se tiene la equivalencia.

» ;Por qué?

Supongamos que la equivalencia se tiene para k.

» Suponga que 2 :/'\(/'ff) B. Tenemos que demostrar que 2 y ‘B

estan de acuerdo en MSO[k + 1].

» Para hacer esto nos basta con considerar los casos 9x (x) y
AX(X)

Consideramos entonces dos casos:

» Si 2 = Ix¢(x), entonces existe a € A tal que A = ¢(a).

Como A ~5P B, existe b € B tal que (A, a) ~}1>° (B, b).
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Demostracion de la version extendida

Por hipétesis de induccidn: (2, a) y (°B, b) estan de acuerdo en
MSO|[K]

Sea L1 = LU {c}. Como (2, a) = ¢(c), rc(p(c)) =ky
(%A, a), (°B, b) estan de acuerdo en MSOQ[k], se tiene que
(B, b) = ¢(c).

Tenemos entonces que B = ¢(b), por lo que concluimos que

B = Ix p(x).

De la misma forma concluimos que si B = dx ¢(x), entonces

A = Ix p(x).
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Demostracion de la version extendida

» Si A = IX ¢(X), entonces existe A; C A tal que A = (A7)

Como 2 ~)!>P B, existe By C B tal que
(9[7 Al) ~ 150 (%7 Bl)

Por hipétesis de induccién: (2, A1) y (B, By) estan de acuerdo
en MSO[k]

Sea L1 = LUA{P(:)}. Como (A, A1) = (P), rc(v(P)) =ky
(A, A1), (2B, By) estan de acuerdo en MSO[k], se tiene que

(B, B1) = (P).

Tenemos entonces que B = (By), por lo que concluimos que

B E IX (X).

De la misma forma concluimos que si 8 = 3X ¥(X), entonces

A = 3X (X).
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Demostracion de la version extendida

» Suponga que 2 y B estan de acuerdo en MSO[k + 1].

Tenemos que demostrar que 2 ~)>P B,

Seaa; € A
» Como 2 = X?Ql 2)(@1), sabemos que 2 = Ix Xé(Ql,al)(X)

» Puesto que rc(3x X& ) (X)) = k + 1, se tiene que
B = dx Xé‘%al)(x)

Entonces, existe by € B tal que B = X&[ al)(bl)
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Demostracion de la version extendida

Por lo tanto: mso-tp, (2, a1) = mso-tp, (B, b1), lo cual
significa que (2, a1) y (28, by) estan de acuerdo en MSO[k].

Por hipétesis de induccién: (2, a) ~159 (B, b;)

Entonces: Para todo a; € A, existe b; € B tal que
(2, a1) ~=° (B, by)

De la misma forma concluimos que para todo b; € B, existe
a1 € A tal que (2, a1) ~M39 (B, b;)
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Demostracion de la version extendida

Sea A; C A
» Como 2 = Xé(m,Al)(Al)v se tiene que A = 3X X&,Al)(X)

» Puesto que rc(3X X& a)(X)) =k + 1, se tiene que
B ): X Xé(Ql,Al)(X)

Por lo tanto: Existe B; C B tal que B = X& a)(B1)

Concluimos que mso-tp,(2(, A1) = mso-tp, (B, B1), lo cual
significa que (A, A1) y (28, B1) estan de acuerdo en MSO|[k].
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Demostracion de la version extendida

Por hipétesis de induccién: (21, A;) ~M>9 (B, B;)

Entonces: Para todo A; C A, existe By C B tal que
(A, A1) =° (B, B1)

De la misma forma concluimos que para todo By C B, existe
A1 C A tal que (A, Ay) ~M30 (8, B))

. 9 ~MSO
Tenemos que: 2 ~ 727 B
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Caracterizacidon de MSQO: Dos corolarios

Sea L = () y PARIDAD = {2 € STRUCT[L] | dominio de 2 tiene
un ndmero par de elementos}
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Caracterizacidon de MSQO: Dos corolarios

Sea L = () y PARIDAD = {2 € STRUCT[L] | dominio de 2 tiene
un ndmero par de elementos}

Corolario
PARIDAD no es expresable en MSO
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Caracterizacidon de MSQO: Dos corolarios

Sea L = () y PARIDAD = {2 € STRUCT[L] | dominio de 2 tiene
un ndmero par de elementos}

Corolario
PARIDAD no es expresable en MSO

Corolario

MSQO es menos expresiva que LSO
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“Autémata = Logica”

Nuestro objetivo es demostrar que “automata = logica”
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“Autémata = Logica”

Nuestro objetivo es demostrar que “automata = logica”

> ; Qué significa esto?
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“Autémata = Logica”

Nuestro objetivo es demostrar que “automata = logica”

> ; Qué significa esto?

Queremos encontrar una ldégica que defina a los lenguajes regulares
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“Autémata = Logica”
Nuestro objetivo es demostrar que “automata = logica”
» jQué significa esto?

Queremos encontrar una ldégica que defina a los lenguajes regulares

Pero antes:
» Vamos a hacer un breve repaso sobre lenguajes regulares

» Vamos a mostrar como representar palabras como estructuras
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Para recordar: Automatas

Definiciéon

Automata determinista: A = (Q, %, qo, 0, F)
» () es un conjunto finito de estados
» 2 es un alfabeto finito
> qo € Q es el estado inicial

» F C @ es un conjunto de estados finales

» O es una funcion total:
d @ XX —Q

0 es llamada funcion de transicion
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Para recordar: Automatas

Dado: Palabra w = ag---a,_1 (n > 1) sobre el alfabeto ¥

Definicidn
La ejecucion de A sobre w es una funcion:

p : {0,...,n} —- Q

tal que p(0) = qo y
p(k+1) = od(ak,p(k)) paracadake{0,...,n—1}

Ademds: Para |la palabra vacia ¢, la ejecucién de A es la funciéon
p {0} — Q tal que p(0) = qo
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Para recordar: Automatas

Autémata A acepta una palabra w de largo n > 0 si:

» Para la ejecucién p de A sobre w se tiene que p(n) € F
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Para recordar: Automatas

Autémata A acepta una palabra w de largo n > 0 si:

» Para la ejecucién p de A sobre w se tiene que p(n) € F

Definicidon
L(A) ={w € X* | A acepta w}
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Autoématas: Un ejemplo

i Qué lenguaje acepta este autémata sobre el alfabeto {0,1}7

’
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Para recordar: Lenguajes regulares

Dado: Alfabeto 2

Definicién
Un lenguaje L C X* es regular si y solo si existe un automata
determinista A tal que L = L(A)
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Para recordar: Lenguajes regulares

Dado: Alfabeto 2

Definicién
Un lenguaje L C X* es regular si y solo si existe un automata
determinista A tal que L = L(A)

Ejercicio
i Es el lenguaje {0"1" | n > 0} regular?
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Para recordar: Expresiones regulares

Una alternativa para definir lenguajes regulares: Expresiones
regulares
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Para recordar: Expresiones regulares

Una alternativa para definir lenguajes regulares: Expresiones
regulares

Definicién
El conjunto de las expresiones regulares sobre un alfabeto X es el
menor conjunto que satisface las siguientes reglas:

» (), e y a(a € X) son expresiones regulares sobre ¥

> Si rp y r son expresiones regulares sobre X, entonces (1 + r2),
(rir2) y (r{) son expresiones regulares sobre ¥
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Para recordar: Expresiones regulares

Definicion
El lenguaje aceptado por una expresion regular r sobre un alfabeto
Y, denotado como L(r), es definido recursivamente como:

> L(0) =0y L(e) = {e}
» L(a) = {a}, para cada a € ¥
» L(rn+rn)=Ln)UL(r)

> L(r1r2) — {W1W2 | Wwq € L(I’l) Y Wy € L(rg)}

» L(r{)={e} U (U L(r{)) donde rl = (--- ((rir)r) - r)

i>1

VO
I simbolos
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Para recordar: Expresiones regulares

Ejemplo
De una expresion regular que acepte el mismo lenguaje que el
siguiente autdmata sobre el alfabeto {0,1}:

1 1

Y

a2

()

1
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Para recordar: Expresiones regulares

Ejemplo
De una expresion regular que acepte el mismo lenguaje que el
siguiente autdmata sobre el alfabeto {0,1}:

1 1

0
C

Respuesta: 1*(01*01*01*)*
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Para recordar: Equivalencia entre automatas y expresiones
regulares

Dado: Lenguaje L sobre un alfabeto 2

Teorema

L es regular (aceptado por un autémata) si y solo si existe una
expresion regular r sobre > tal que L = L(r)
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Palabras como estructuras

Dado: Alfabeto %

Vamos a representar las palabras sobre 2. como estructuras sobre el
vocabulario:

Ly = {Pa()lacjui<]
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Palabras como estructuras

Notacion

Una palabra w = ag---a,_1 (n > 1) sobre el alfabeto ¥ es
representada como una Ly -estructura 2l,,:

» dominio de 2, es {0,...,n—1}
» P¥w = lj|a;=a}, paracadaac ¥

» <*w es el orden lineal usual sobre {0,..., n— 1}

Ademas: La palabra vacia ¢ es representada como la Ly-estructura
2(. con dominio vacio.
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Palabras como estructuras: Ejemplos

Ejemplos
» Si ¥ ={0,1} y w = 01101, entonces Ly = {Po(-), P1(:), <}
Y.
A, = ({0,1,2,3,4}, P;™ ={0,3}, P{" = {1,2,4}, <**)

» Si Y ={a,b,c} y w=caaa, entonces Ly = {P,(-), Py(-),
PC(')? <} y-

A, = ({0,1,2,3}, P2 ={1,2 3},
'Dl%lw :@7'D2lw :{0}7<2[W>
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Lenguajes definidos por una légica

Dado: Alfabeto 2

Un lenguaje L sobre X puede ser definido por una maquina.

» L es un lenguaje regular si es aceptado por un autémata
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Lenguajes definidos por una légica

Dado: Alfabeto 2

Un lenguaje L sobre X puede ser definido por una maquina.

» L es un lenguaje regular si es aceptado por un autémata

Pero un lenguaje L sobre 2 también puede ser definido por una
l6gica LO.

» Dada una oracién ® en LO sobre el vocabulario Ls:
L(P) = {wel” A, =}

» [ es definible en LO si existe una oraciéon ® en LO sobre el
vocabulario Ly tal que L = L(®P)
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Lenguajes definidos por una légica: Ejercicios

Ejercicios
Sea ¥ ={0,1}

1. jEs el lenguaje 0*1* definible en LPO?
2. jEs el lenguaje (00)* definible en LPO?
3. jEs el lenguaje (01)* definible en LPO?

4. ;En qué ldgica es definible el lenguaje (000)*7
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