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Poder expresivo de una légica: Caso finito

En este curso nos vamos a concentrar (mayormente) en las
estructuras finitas.

» Estructuras que tienen dominio finito
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Poder expresivo de una légica: Caso finito

En este curso nos vamos a concentrar (mayormente) en las
estructuras finitas.

» Estructuras que tienen dominio finito

Notacion

Dado un vocabulario £, STRUCT[L] es el conjunto de todas las
L-estructuras finitas.

11IC3263 — Teoria de modelos finitos: Motivacién 2/29



Poder expresivo de una légica: Caso finito

Una propiedad P de las L-estructuras finitas es un subconjunto de STRUCT[L].

Ejemplo

El conjunto de las L-estructuras finitas con dos elementos en el dominio.
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Poder expresivo de una légica: Caso finito
Una propiedad P de las L-estructuras finitas es un subconjunto de STRUCT[L].

Ejemplo

El conjunto de las L-estructuras finitas con dos elementos en el dominio.
Decimos que una propiedad P es expresable en légica de primer orden si existe

una L-oracién ¢ tal que para toda 2 € STRUCT[L]:

AeP siysdlosi AE
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Poder expresivo de una légica: Caso finito

11C3263

Una propiedad P de las L-estructuras finitas es un subconjunto de STRUCT[L].

Ejemplo

El conjunto de las L-estructuras finitas con dos elementos en el dominio.

Decimos que una propiedad P es expresable en légica de primer orden si existe
una L-oracién ¢ tal que para toda 2 € STRUCT[L]:

AeP siysdlosi AEo

Importante

Siempre vamos a poder identificar por el contexto si estamos hablando de
definibilidad sobre todas las estructuras o en el caso de las estructuras finitas.

— Teorfa de modelos finitos: Motivacién

3/29



Teorema de compacidad: Caso finito

Sea L ={E(-,-), a, b} y P el conjunto de todas las L-estructuras
finitas que tienen un camino entre ay b.

Usando el teorema de compacidad, demostramos que P no es
expresable en primer orden si consideramos estructuras tanto
finitas como infinitas.

» ;Es la demostracién vélida para el caso finito?

» ;Coémo deberia ser enunciado el teorema de compacidad para
que la demostracién fuera valida? ;jEs esta versién del
teorema cierta?
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Teorema de compacidad: Caso finito

Notacién
Un conjunto ¥ de oraciones tiene un modelo finito si existe una
estructura finita que satisface ¥ .

Versién “finita” del teorema de compacidad: Si cada subconjunto
finito de X tiene un modelo finito, entonces ¥ tiene un modelo

finito.

» ;Es esta versién cierta?
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Versiéon “finita” del teorema de compacidad: Primer intento

Vamos a tratar de usar completitud para demostrar compacidad ...

Notacién
Y |=F ¢ si cada modelo finito de ¥ es también modelo de ¢

LEs el sistema de Hilbert completo para el caso finito?

» Vale decir: jEs cierto que ¥ =¢ ¢ implica que X F 7
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Version “finita” del teorema de completitud

Sea £ = {R(:,-)}. La siguiente oracién muestra que el sistema de
Hilbert no es completo para el caso finito:

- <Vx§|y(R(x,y)) AYXYYWz ((R(x,y) AN R(x,2)) =y =2) A

VxVyVz ((R(y,x) A R(z,x)) =y =2z) A Eny(ﬂR(x,y)))

i Por qué?
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Version “finita” del teorema de completitud

No podemos usar el sistema de Hilbert para demostrar compacidad
para el caso finito.

» Lo anterior no demuestra que no exista un sistema de
deduccién completo para el caso finito.

» Vamos a volver a este tema mas adelante ...
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Versién “finita” del teorema de compacidad: Segundo
intento

Vamos a demostrar que la versidn finita del teorema de
compacidad no es cierta. Sean:

e = axl...axk< /\ ﬁ(x,-zxj)>

1<i<j<k
Y = {v|k>2)
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Versién “finita” del teorema de compacidad: Segundo
intento

Vamos a demostrar que la versidn finita del teorema de
compacidad no es cierta. Sean:

e = axl...axk< /\ ﬁ(x,-zxj)>

1<i<j<k
Y = {v|k>2)

Cada subconjunto finito de ¥ tiene un modelo finito, pero X no
tiene un modelo finito.
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El caso finito ...

11C3263

Para estudiar el caso de los modelos finito, necesitamos
herramientas nuevas.

Pero antes de desarrollar esta herramientas, hay que responder una
pregunta natural: jPor qué nos interesa tanto el caso finito?

» Veamos dos aplicaciones: Bases de datos y verificacién formal

de software

Mads adelante en el curso vamos a ver otras aplicaciones.
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Primera aplicacion: Bases de datos

Tabla Vuelo almacena informacién sobre vuelos directos:

| Partida | Llegada ‘

Santiago | Toronto
Santiago | Lima

Lima Los Angeles
Lima Toronto
Lima Santiago

Toronto | Los Angeles
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Primera aplicacion: Bases de datos

i Qué lenguaje usamos para consultar bases de datos?

» Lenguaje estandar: Algebra relacional

Algebra relacional tiene operadores: seleccién (o), proyeccién (7),
join (<), unién (U) y diferencia (—).
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Primera aplicacion: Bases de datos

i Qué lenguaje usamos para consultar bases de datos?

» Lenguaje estandar: Algebra relacional

Algebra relacional tiene operadores: seleccién (o), proyeccién (7),
join (<), unién (U) y diferencia (—).

i Por qué se utiliza el dlgebra relacional como lenguaje de consulta?
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Primera aplicacion: Bases de datos

i Qué lenguaje usamos para consultar bases de datos?

» Lenguaje estandar: Algebra relacional

Algebra relacional tiene operadores: seleccién (o), proyeccién (7),
join (<), unién (U) y diferencia (—).

i Por qué se utiliza el dlgebra relacional como lenguaje de consulta?

» Es un lenguaje facil de optimizar
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Primera aplicacion: Bases de datos

i Cémo podemos estudiar el poder expresivo del algebra relacional?

» ;Por qué necesitamos estudiar esto?
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Primera aplicacion: Bases de datos

i Cémo podemos estudiar el poder expresivo del algebra relacional?

» ;Por qué necesitamos estudiar esto?

Un resultado fundamental (Codd)

Algebra relacional y légica de primer orden tienen el mismo poder
expresivo.
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Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?
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Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?

Vuelo(Santiago, Lima)

11IC3263 — Teoria de modelos finitos: Motivacién 14 /29



Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?

Vuelo(Santiago, Lima)

2. iCudl es la lista de ciudades a las que se puede llegar sin
escala desde Santiago?
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Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?

Vuelo(Santiago, Lima)

2. iCudl es la lista de ciudades a las que se puede llegar sin
escala desde Santiago?

Vuelo(Santiago, x)
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Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?

Vuelo(Santiago, Lima)

2. iCudl es la lista de ciudades a las que se puede llegar sin
escala desde Santiago?

Vuelo(Santiago, x)

3. iHay un vuelo con escala entre Santiago y Los Angeles?
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Bases de datos y légica de primer orden

1. jHay un vuelo directo entre Santiago y Lima?

Vuelo(Santiago, Lima)

2. iCudl es la lista de ciudades a las que se puede llegar sin
escala desde Santiago?

Vuelo(Santiago, x)

3. iHay un vuelo con escala entre Santiago y Los Angeles?

dx (Vuelo(Santiago, x) A Vuelo(x, Los Angeles))
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?

Jdydz (Vuelo(Santiago, y) A Vuelo(y, z) A Vuelo(z, x)).
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?

Jdydz (Vuelo(Santiago, y) A Vuelo(y, z) A Vuelo(z, x)).

5. iCual es la lista de ciudades a las que se puede llegar
desde Santiago?
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?

Jdydz (Vuelo(Santiago, y) A Vuelo(y, z) A Vuelo(z, x)).

5. iCual es la lista de ciudades a las que se puede llegar
desde Santiago?

Necesitamos recursion.
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?

Jdydz (Vuelo(Santiago, y) A Vuelo(y, z) A Vuelo(z, x)).

5. iCual es la lista de ciudades a las que se puede llegar
desde Santiago?

Necesitamos recursion.

6. §Hay mas vuelos desde Santiago que desde Lima?
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Bases de datos y légica de primer orden

4. jCuadl es la lista de ciudades a las que se puede llegar con dos
escalas desde Santiago?

Jdydz (Vuelo(Santiago, y) A Vuelo(y, z) A Vuelo(z, x)).

5. iCual es la lista de ciudades a las que se puede llegar
desde Santiago?

Necesitamos recursion.

6. §Hay mas vuelos desde Santiago que desde Lima?

Necesitamos la habilidad de contar.
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Bases de datos: Problemas a resolver

» ;Podemos demostrar que la légica de primer orden no tiene
recursion?

» ;Podemos demostrar que la légica de primer orden no puede
contar?

» ;Como podemos agregar estas habilidades a la légica de
primer orden?
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Bases de datos: Problemas a resolver

> ;Son estas dos habilidades independientes?

» ;Si tenemos una ldgica con recursién podemos contar?

» ;Si tenemos una ldgica con la habilidad de contar entonces
tenemos recursién?
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Bases de datos: Problemas a resolver

> ;Son estas dos habilidades independientes?

» ;Si tenemos una ldgica con recursién podemos contar?

» ;Si tenemos una ldgica con la habilidad de contar entonces
tenemos recursién?

Queremos desarrollar herramientas que nos permitan solucionar
estos problemas ...
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Segunda aplicacién: Verificaciéon formal de software

Ejemplo
Queremos verificar si funciona correctamente el software disefiado
para manejar un semaforo.

» El seméforo tiene tres estados: R (rojo), A (amarillo) y V
(verde), que indican cudl es el color que ven los automovilistas.

» El semaforo ademas tiene un botén que permite a los
peatones ponerlo en rojo.
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Segunda aplicacién: Verificaciéon formal de software

Ejemplo
Queremos verificar si funciona correctamente el software disefiado
para manejar un semaforo.

» El seméforo tiene tres estados: R (rojo), A (amarillo) y V
(verde), que indican cudl es el color que ven los automovilistas.

» El semaforo ademas tiene un botén que permite a los
peatones ponerlo en rojo.

Para analizar un programa, generalmente se utiliza alguna
herramienta que permite abstraer el funcionamiento del cddigo.
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Verificacién formal de software

Ejemplo (especificacién del seméaforo)

no_b
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Verificacién formal de software

Ejemplo (especificacién del seméforo)

no_b

Representamos el comportamiento del programa como un
autémata con etiquetas en los nodos.
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Verificacién formal de software

i Cémo podemos verificar si un programa funciona bien?
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Verificacién formal de software

i Cémo podemos verificar si un programa funciona bien?

El significado de funcionar bien es dado por el usuario.

» El usuario debe indicar cudles son las propiedades que el
programa deberia satisfacer.
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Verificacién formal de software

i Cémo podemos verificar si un programa funciona bien?

El significado de funcionar bien es dado por el usuario.

» El usuario debe indicar cudles son las propiedades que el
programa deberia satisfacer.

» La satisfaccién de estas propiedades deberia ser verificada de
manera automadtica.
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Verificacién formal de software

i Cémo podemos verificar si un programa funciona bien?

El significado de funcionar bien es dado por el usuario.

» El usuario debe indicar cudles son las propiedades que el
programa deberia satisfacer.

» La satisfaccién de estas propiedades deberia ser verificada de
manera automadtica.
Necesitamos un lenguaje para poder expresar propiedades de

programas (o de sus versiones abstractas).
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Verificacién formal de software: Légica temporal

Para expresar propiedades de programas se utiliza Iégica temporal.

» Linear Temporal Logic (LTL)
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Verificacién formal de software: Légica temporal
Para expresar propiedades de programas se utiliza Iégica temporal.
» Linear Temporal Logic (LTL)

o es una férmula en LTL sobre un alfabeto I si:

» p=ayacl.

» ¢ = (—%) y ¢ es una férmula en LTL.

» o= (¢Ypx0), x€ {A,V,—,<>} y ¢, 0 son férmulas en LTL.
» ¢ = (X)) y 1 es una férmula en LTL.

» o =(pU0)y 1, 0 son férmulas en LTL.
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LTL: Semantica

X y U son conectivos temporales:
» X : En el siguiente estado se cumple ¢

> o U1: ¢ se cumple hasta que se cumple ¢
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LTL: Semantica

X y U son conectivos temporales:
» X : En el siguiente estado se cumple ¢

> o U1: ¢ se cumple hasta que se cumple ¢

Para definir la semantica de LTL tenemos que hablar de caminos.
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LTL: Semantica

X y U son conectivos temporales:
» X : En el siguiente estado se cumple ¢

> o U1: ¢ se cumple hasta que se cumple ¢

Para definir la semantica de LTL tenemos que hablar de caminos.

Notacion

Una secuencia infinita m = q1g2q3 - - - €s un camino en un
autémata A si para cada i > 1:

> g; es un estado de A,

> existe un arco en A de q; a qj+1.
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LTL: Caminos

Ejemplo

Aqui son caminos:

S0S1 Sy Sy:-:S - 50515253545051505354 - *
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LTL: Caminos

Ejemplo

Aqui son caminos:

i Qué ejecuciones representan estos caminos?
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LTL: Semantica

Dada una férmula LTL ¢, un autémata A y un camino
T =q1q2q3--- en A:
>  se evallia en una posicién i > 1 de 7
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LTL: Semantica

Dada una férmula LTL ¢, un autémata A y un camino
T =q1q2q3--- en A:

>  se evallia en una posicién i > 1 de 7

Definicién (Semantica de LTL)

Decimos que ¢ es satisfecha en la posicién i de 7, denotado como
0 =, si:

> © = a y la etiqueta de g; en A es a.
» o = () y no es verdad que m,i |= 1.
> po=WANl), miEyymikE=o.
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LTL: Semantica

Dada una férmula LTL ¢, un autémata A y un camino
T =q1q2q3--- en A:

>  se evallia en una posicién i > 1 de 7

Definicién (Semantica de LTL)

Decimos que ¢ es satisfecha en la posicién i de 7, denotado como
0 =, si:

> © = a y la etiqueta de g; en A es a.

» o = () y no es verdad que m,i |= 1.
> p=@WNA0), miEYyTikE”.

> p=XyY)ymi+lE.
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LTL: Semantica

Dada una férmula LTL ¢, un autémata A y un camino
T =q1q2q3--- en A:
>  se evallia en una posicién i > 1 de 7

Definicién (Semantica de LTL)
Decimos que ¢ es satisfecha en la posicién i de 7, denotado como
T, i = @, si:

> © = a y la etiqueta de g; en A es a.

v

@ = () y no es verdad que m,i |= 1.

» p=@A0), T iEYymiE".

> p=XyY)ymi+lE.

» o= (pU0) y existe k > i tal que 7, k |= 0 y para todo
i <j < k se tiene que T, = .
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LTL: Ejemplos

Sea m = sps1 - - S1 -+ un camino para el autémata del seméaforo.

1. jCudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

mnl E V
™l E R
mnl = XV
™2 E R

2 E XXV

2. Sea T una tautologia cualquiera (por ejemplo AV —A). ;Es
cierto que 7,1 = TUR?
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LTL: Otros conectivos temporales

Vamos a definir otros conectivos temporales usados en la practica.
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LTL: Otros conectivos temporales

Vamos a definir otros conectivos temporales usados en la practica.

Notacion
Fo = TUop,
Gp = ~(TU(~p)).

i Cual es el significado de estos conectivos?
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LTL y el problema de verificacién

Problema de verificacidn
Dada una férmula LTL ¢ y un autémata A:

» Verificar que para todos los caminos 7™ que comienzan en el
estado inicial del autémata se tiene que 7,1 |= ¢.
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LTL y el problema de verificacién

Problema de verificacidn
Dada una férmula LTL ¢ y un autémata A:

» Verificar que para todos los caminos 7™ que comienzan en el
estado inicial del autémata se tiene que 7,1 |= ¢.

i Cudles son las propiedades que queremos verificar en el caso del
semaforo?
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LTL y el problema de verificacién

Ejemplo (verificacién del funcionamiento del seméforo)
Nos gustaria verificar que si el semaforo estd en rojo, entonces en
algiin momento en el futuro va a estar en verde.

» ;Como se expresa estd propiedad en LTL?
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LTL y el problema de verificacién

Ejemplo (verificacién del funcionamiento del seméforo)

Nos gustaria verificar que si el semaforo estd en rojo, entonces en
algiin momento en el futuro va a estar en verde.

» ;Como se expresa estd propiedad en LTL?

¢ = G(R—>FV)
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LTL y el problema de verificacién

Ejemplo (verificacién del funcionamiento del seméforo)
Nos gustaria verificar que si el semaforo estd en rojo, entonces en
algiin momento en el futuro va a estar en verde.

» ;Como se expresa estd propiedad en LTL?

¢ = G(R—>FV)

iPor qué no usamos R — F V7
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LTL y el problema de verificacién

Ejemplo (verificacién del funcionamiento del seméforo)

Nos gustaria verificar que si el semaforo estd en rojo, entonces en
algiin momento en el futuro va a estar en verde.
» ;Como se expresa estd propiedad en LTL?
¢ = G(R—=FV)
iPor qué no usamos R — F V7

» ;Es cierto que 7,1 |= ¢ para todo camino 7 que comienza en
el estado inicial del autémata del semaforo?
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Verificacién: Problemas a resolver

i Cudl es la complejidad de resolver el problema de verificacién para
LTL? ;Es decidible este problema?

» ;Existen otras légicas para las cuales la complejidad de este
problema sea menor?

i Cudl es el poder expresivo de LTL?

» ;Hay mejores légicas en términos de poder expresivo?
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Verificacién: Problemas a resolver

i Cudl es la complejidad de resolver el problema de verificacién para
LTL? ;Es decidible este problema?

» ;Existen otras légicas para las cuales la complejidad de este
problema sea menor?

i Cudl es el poder expresivo de LTL?

» ;Hay mejores légicas en términos de poder expresivo?

Queremos desarrollar herramientas que nos permitan responder
este tipo de consultas ...
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