Segunda nocién: Localidad de Hanf

; Se puede utilizar la nocién de localidad de Gaifman para consultas
Booleanas (oraciones)?
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Segunda nocién: Localidad de Hanf

; Se puede utilizar la nocién de localidad de Gaifman para consultas
Booleanas (oraciones)?

» El teorema es valido pero inutil en este caso

Necesitamos una segunda nocién.

» No solo va a ser util en el caso de consultas Booleanas
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Segunda nocién: Localidad de Hanf

Definicidn
Decimos que 2l =, ‘5 si existe una biyeccion f : A — B tal que

para todo c € A:
NG (c) = Nj (f(c))
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Segunda nocién: Localidad de Hanf

Definicidn
Decimos que 2l =, ‘5 si existe una biyeccion f : A — B tal que

para todo c € A:
NG (c) = Nj (f(c))

Teorema (Hanf)

Para cada L-oracion ¢ en LPO, existe un numero d tal que para
todo par de L-estructuras 2 y ‘B:

A Sy B = A= ¢ siysolosiB =@
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L ocalidad de Hanf: Utilizacion

; Como podemos usar este teorema para demostrar que una
propiedad no es expresable en LPO?
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L ocalidad de Hanf: Utilizacion

; Como podemos usar este teorema para demostrar que una
propiedad no es expresable en LPO?

Ejercicio
Usando el teorema de Hanf demuestre que la siguiente propiedad
no es expresable en logica de primer orden:

1. Conexidad: Determinar si un grafo es conexo.

» Existe una secuencia de arcos entre cada par de nodos

i Podemos usar la nocién de localidad de Gaifman para hacer esta
demostracién?
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad

Sea L={E(-,-)}

Por contradiccién: Suponga que ® es una L-oracién en LPO tal
que para cada L-estructura 2:

» A = & siy sélo si el grafo representado por 2l es conexo
Por Teorema de Hanf: Existe d tal que para todo par de

L-estructura 2A, B:

» Si A S4B, entonces A = P siy sélosi B = ¢
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad

Considere las siguientes estructuras:

-OC

‘B

2l contiene dos ciclos, cada uno con 2 - d + 2 elementos, y ‘B
contiene un ciclo con 4 - d + 4 elementos.
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad

El grafo representado por 2l no es conexo.

> A O

El grafo representado por *B es conexo.

>%‘:(D
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad

Sea f una biyeccién cualquiera de Aen B

» Existe porque |[A|=|B|=4-d+ 4
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad
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» Existe porque |[A|=|B|=4-d+ 4

Se tiene que: 2 =, B

» jPor qué?
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Utilizando localidad de Hanf: Conexidad

Sea f una biyeccién cualquiera de Aen B

» Existe porque |[A|=|B|=4-d+ 4

Se tiene que: 2 =, B

» jPor qué?

Por hipétesis: 2l = & siy sélo si B = ¢

» jTenemos una contradiccion!
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Localidad de Hanf: Nocién general

Notacion

Dada tuplas 3 = (a1,...,am), b= (b1,...,by) y un elemento c:
> 3b se define como la tupla (ay,...,am, by, ..., b,)
> ac se define como la tupla (a1,...,am,C)
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Localidad de Hanf: Nocién general

Notacion

Dada tuplas 3 = (a1,...,am), b= (b1,...,by) y un elemento c:
> 3b se define como la tupla (ay,...,am, by, ..., b,)
> ac se define como la tupla (a1,...,am,C)

Definicidn

Decimos que (2(,3) <4 (B, b) si existe una biyeccién f : A — B
tal que para todo elemento c en U:

Ng (ac) = Ng'(bf(c))
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Localidad de Hanf: Nocién general

Teorema (Hanf)

Para cada L-férmula o(Xx) en LPO, existe un nimero d tal que

para todo par de L-estructuras 2 y *B, para todo a en X y para
todo b en ‘5:

(A, 3) Sq (B, b) = A = p(3) si y sélo si B = p(b)
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Localidad de Hanf: Nocién general

Teorema (Hanf)

Para cada L-férmula o(Xx) en LPO, existe un nimero d tal que

para todo par de L-estructuras 2 y *B, para todo a en X y para
todo b en ‘5:

(A, 3) Sq (B, b) = A = p(3) si y sélo si B = p(b)

Vamos a demostrar el teorema.

» Necesitamos introducir una nocién general de consulta para
hacer esto.
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Nocidon de consulta

Dado: Vocabulario £

» Recuerde que L sélo contiene simbolos de relaciéon
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Nocidon de consulta

Dado: Vocabulario £

» Recuerde que L sélo contiene simbolos de relaciéon

Una consulta m-aria @ (m > 0) es una funcién tal que para todo
A € STRUCT[L] con dominio A: Q(2) C A™

> Q(2) es la imagen de Q para
» @ puede no ser definible en LPO
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Nocidon de consulta

Dado: Vocabulario £

» Recuerde que L sélo contiene simbolos de relaciéon

Una consulta m-aria @ (m > 0) es una funcién tal que para todo
A € STRUCT[L] con dominio A: Q(2) C A™

> Q(2) es la imagen de Q para
» @ puede no ser definible en LPO

De la misma forma se define las consultas 0-arias (o Booleanas)

» Una consulta 0-aria Q es una funcidn con dominio
STRUCT[L] y recorrido {verdadero, falso}

» Si Q(R) = verdadero, entonces decimos que 2l satisface @
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Localidad de Hanf para consultas

Definicion
Una consulta Q es local segiin Hanf si existe d ta_/ que para todo
par de L-estructuras 21 y B, para todo a en A y b en *B:

(A, 3) Sq (9B, b) = ac Q(A) siysdlosibe Q(B)
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Localidad de Hanf para consultas

Definicion
Una consulta Q es local segiin Hanf si existe d ta_/ que para todo
par de L-estructuras 21 y B, para todo a en A y b en *B:

(A, 3) Sq (9B, b) = ac Q(A) siysdlosibe Q(B)

Notacion

Si Q es local segiin Hanf: rlh(Q) es el menor d que satisface la
condicion de localidad.
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Localidad de Hanf para consultas

Vamos a demostrar que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.
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Localidad de Hanf para consultas

Vamos a demostrar que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.

» De hecho, vamos a demostrar que si rc(¢) = k, entonces:

3k —1
p)

rlh(p) <
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Localidad de Hanf para consultas

Vamos a demostrar que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.

» De hecho, vamos a demostrar que si rc(¢) = k, entonces:

3k —1
p)

rlh(p) <

Notacion

Dado a = (a1,...,am), en la demostracion usamos lo siguiente:

» f(3) = (f(a1),-..,f(am))
» B2(3) es el dominio de N3 (3)
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L ocalidad de Hanf: Demostracion

Lema (Libkin)
Si N3, 1(3) 2 NZ,, (b)) y A Sy B, entonces (2A,3) Sy (B, b).

Demostracién: Dado que N3, (3) = Ngzﬂ(t_)), existe un
isomorfismo g entre Ngdﬂ(é) y Ngzﬂ(l_)) tal que g(3) = b.

Concluimos que para todo ¢ € A tal que dy(3,c) < 2d + 1:

> dy(3,c) = dya(b, g(c))
> N2 (c) = NP(g(c))
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Localidad de Hanf: Demostracion

Dado que 2 <4 *B: Existe una biyeccién hy : A — B tal que para
todo ¢ € A se tiene que N3 (c) = N7 (hi(c)).

De la existencia de g y hy, podemos concluir que existe una
biyeccidn:

ha 1 (AN B311(3)) — (B~ Bogya (D))
tal que para todo ¢ € (A~ B3y, 1(3)):
NG (c) = Ng (h2(c))

i Cémo se concluye esto?
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Localidad de Hanf: Demostracion

Definimos una biyeccién f : A — B de la siguiente forma:

fc) = glc) du(a,c)<2d+1
 ha(e) da(3c)>2d +1

Se tiene que para todo ¢ € A: N3 (3c) = N7 (bf(c)).
» jPor qué?

Concluimos que (21,3) <4 (B, b).
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Localidad de Hanf: Demostracion

Del lema podemos deducir el siguiente corolario:

Corolario

Si (A, 3) S3g41 (B, b), entonces existe una biyeccién f : A — B
tal que para todo c € A: (2,ac) Sy (25, bf(c)).

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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L ocalidad de Hanf: Demostracion

Teorema

Sea p(x) una férmula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k. Entonces

= . = 3k—1
p(x) es local segtin Hanf y rlh(p(x)) < >=—.

Demostracion: Por induccidon en k. Si k = 0 es facil demostrar
que la propiedad se cumple

» ;Cémo se demuestra esto?
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L ocalidad de Hanf: Demostracion

Teorema

Sea p(x) una férmula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k. Entonces

= . = 3k—1
p(x) es local segtin Hanf y rlh(p(x)) < >=—.

Demostracion: Por induccidon en k. Si k = 0 es facil demostrar
que la propiedad se cumple

» ;Cémo se demuestra esto?

Supongamos que la propiedad es cierta para cada férmula con
rango de cuantificacién menor o igual a k.

Sea p(Xx) una férmula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k + 1.
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Localidad de Hanf: Demostracion

¢(x) es una combinacién Booleana de férmulas de la forma
dy (X, y), donde rc((X,y)) < k.

» Nos basta demostrar que la propiedad se cumple para
dy (X, y), donde rc(y(x,y)) = k. i Por qué?

Sean A y B L-estructuras, 3 una tupla en A y b una tupla en B

tales que: )
(2,3) Sy (B, b).
2

Tenemos que demostrar:

A =Ty (3, y) siy sélosi B = Jyy(b,y)
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L ocalidad de Hanf: Demostracion

Supongamos que 2 = dy (a3, y)

» Entonces existe e € A tal que 2 = (3, e)

k_
Sea d:321

> Notese que =——= =3d +1
Como (2, 3) S3441 (B, b):

» Por el altimo corolario: Existe una biyeccién f : A — B tal que
para todo ¢ € A se tiene que (2, 3ac) Sy (B, bf(c))
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Localidad de Hanf: Demostracion

En particular: (2, 3e) <4 (B, bf(e))
Por hipétesis de induccién: B |= (b, f(e))
Concluimos que B = Jy (b, y)

De la misma forma concluimos que si B = 3y ¢(b, y), entonces
A=y d(ay). [
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L ocalidad de Gaifman: Demostracion

Definicidn
Una consulta Q es local segiin Gaifman si existe d tal que para
toda L-estructura 2 y tuplas a, b en 2:

N3 (3) =2 N3 (b) = ac Q) siysdlosibe Q)
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L ocalidad de Gaifman: Demostracion

Definicidn
Una consulta Q es local segiin Gaifman si existe d tal que para
toda L-estructura 2 y tuplas a, b en 2:

N3 (3) =2 N3 (b) = ac Q) siysdlosibe Q)

Notacion

Si Q es local segiin Gaifman: rlg( Q) es el menor d que satisface la
condicion de localidad.
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L ocalidad de Gaifman: Demostracion

Definicidn
Una consulta Q es local segiin Gaifman si existe d tal que para
toda L-estructura 2 y tuplas a, b en 2:

N3 (3) =2 N3 (b) = ac Q) siysdlosibe Q)

Notacion

Si Q es local segiin Gaifman: rlg( Q) es el menor d que satisface la
condicion de localidad.

Por demostrar: Cada consulta ¢ en LPO es local segiin Gaifman.
3k+1_1

> De hecho: si rc(¢) = k, entonces rlg(yp) < =—5—.
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Localidad de Hanf y Gaifman: Relacion

Teorema

Si una consulta es local segtin Hanf, entonces es local segtin
Gaifman. Ademas, rlg(Q) < 3 - rlh(Q) + 1.

Demostracion: Suponga que @ es local segtin Hanf y rlh(Q) = d.

Sea 2 una L-estructura y 3, b tuplas en 2 tales que:

N3a11(3) = Nig (D)

Tenemos que demostrar que 3 € Q(2) siy sélo si b € Q()
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Localidad de Hanf y Gaifman: Relacion

Como A =4 2, por Lema de Libkin concluimos que:

(2A,3) Sq (A, b)

Como rlh(Q) = d, se tiene el resultado deseado:

23cQ(A) siysdlosi be QA
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L ocalidad de Gaifman: Demostracion

Para cada férmula ¢ en LPO tal que rc(p) = k, se tiene que ¢ es
3k—1
2

local segtin Hanf y rlh(yp) <

Por el teorema anterior concluimos que:

Corolario
Sea p(x) una formula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k. Entonces

3k—|—1 1

©(X) es local segtin Gaifman y rig(¢(Xx)) <
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Sabemos que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.
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Sabemos que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.

» ;jEs cierta |la propiedad inversa?
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Sabemos que toda consulta en LPO es local segiin Hanf.
» ;jEs cierta |la propiedad inversa?

» Vale decir, jes cierto que si una consulta es local segiin Hanf
entonces tiene que se expresable en LPO?
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Sabemos que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.
» ;jEs cierta |la propiedad inversa?

» Vale decir, jes cierto que si una consulta es local segiin Hanf
entonces tiene que se expresable en LPO?

La nocién de localidad de Hanf nos permite demostrar de manera
mds simple que algo no es expresable en LPO.
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Sabemos que toda consulta en LPO es local segtin Hanf.
» ;jEs cierta |la propiedad inversa?

» Vale decir, jes cierto que si una consulta es local segiin Hanf
entonces tiene que se expresable en LPO?

La nocién de localidad de Hanf nos permite demostrar de manera
mds simple que algo no es expresable en LPO.

» ;Pero qué tan bien representa esta nocion a la LPO?
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Ejercicio
Sea L={U(:)} y Q una consulta tal que para toda L-estructura 2:

Q(2!) = verdadero si y sélo si U* tiene una cantidad
par de elementos

Demuestre que @ es local segiin Hanf.
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Expresividad de LPO contra la localidad de Hanf

Ejercicio
Sea L={U(:)} y Q una consulta tal que para toda L-estructura 2:

Q(2!) = verdadero si y sélo si U* tiene una cantidad
par de elementos

Demuestre que @ es local segiin Hanf.

Conclusién
Localidad segtin Hanf es una buena herramienta para LPO

» Pero en algunos casos no puede ser utilizada para demostrar
inexpresibilidad
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Localidad para vocabularios con constantes

SeaL::{Cl,...,Cg,Rl,...,Rm}

> C1,...,Cy son los simbolos de constantes en L
Notacion
N3 (a1,...,a,): Subestructura de 2 inducida por los elementos a
distancia a lo mds d de (¢, ..., cf‘, ai,...,an)

N3 (E) _

> En particular: c; c*, paracadaic {l,...,0}

i 7
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Localidad para vocabularios con constantes

SeaL::{Cl,...,Cg,Rl,...,Rm}

> C1,...,Cy son los simbolos de constantes en L
Notacion
N3 (a1,...,a,): Subestructura de 2 inducida por los elementos a
distancia a lo mds d de (¢, ..., cf‘, ai,...,an)
: N2 (3 :
> En particular: c; a3 _ c?[, para cada i € {1,...,4}

Importante

La notacién restante para las nociones de localidad de Gaifman vy
Hanf se define de igual forma como para el caso sin constantes.
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Sea ¢(x) una L-férmula en LPO tal que rc(p(x)) = k.

Teorema

Para toda L-estructura 2 y par de tuplas 3, b en 2:

N, (3) = N, (B) = A (3) siy solo si A | o(b)

2 2
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Sea ¢(x) una L-férmula en LPO tal que rc(p(x)) = k.

Teorema

Para toda L-estructura 2 y par de tuplas 3, b en 2:

N, (3) = N, (B) = A (3) siy solo si A | o(b)

2 2

Demostracion: Sea £* el vocabulario {Ry,...,Rn}

» Recuerde que £L={c1,..., ¢, R1,...,Rn}
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Suponga que ¢;,...,Cj, son las constantes mencionadas en ¢(X)
(I1<i<...<ip <Y

> Sea ¥ = (¥i,---,Yi,) una tupla de variables frescas

» Sea p*(y,X) la L*-férmula que resulta de reemplazar en p(x)
cada constante c; por la variable y; (1< <p)

Finalmente, sea 2* una L*-estructura tal que R = R¥, para
cada i€ {l,..., m}

> Y sead= (dir,...,d;,) una tupla en 2* tal que dj; = c,?[ para
cada j € {1,...,p}
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Para cada tupla € en %I, se tiene que:

A = () siy sélo si A* = ¢p*(d, €)

De esto y el Teorema de Gaifman para vocabularios sin constantes:
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Para cada tupla € en %I, se tiene que:

A = () siy sélo si A* = ¢p*(d, €)

De esto y el Teorema de Gaifman para vocabularios sin constantes:

3/<+1 1(3) - N3k+1 1(b) =
2
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Para cada tupla € en %I, se tiene que:

A = () siy sélo si A* = ¢p*(d, €)

De esto y el Teorema de Gaifman para vocabularios sin constantes:

3/<+1 1(3) - N3k+1 1(b) = N3k+1 1(da) - N3k+1 1(85)

2 2 2
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Para cada tupla € en %I, se tiene que:

A = () siy sélo si A* = ¢p*(d, €)

De esto y el Teorema de Gaifman para vocabularios sin constantes:

3k+1 1(3) - N3k+1 1(b) = N3k+1 1(da) - N3k+1 1(d5)

2 2 2

= A = p*(d, 3) ssi Ql* = ©*(d, b)
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Localidad de Gaifman para vocabularios con constantes

Para cada tupla € en %I, se tiene que:

A = () siy sélo si A* = ¢p*(d, €)

De esto y el Teorema de Gaifman para vocabularios sin constantes:

3k+1 1(3) - N3k+1 1(b) = N3k+1 1(da) - N3k+1 1(d5)

2 2 2
= A = p*(d, 3) ssi Ql* = ©*(d, b)
= A= ¢(3) ssi A = o(b)
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

Sea ¢(x) una L-férmula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k.

Teorema

Para cada par de L-estructuras A, B y tuplasa en 2L y b en B:

(2, 3) :3k2—_1 (B, b) = A = (3) si y sélo si B = p(b)
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

Sea ¢(x) una L-férmula en LPO tal que rc(p(Xx)) = k.

Teorema

Para cada par de L-estructuras A, B y tuplasa en 2L y b en B:

(2, 3) :3k2—_1 (B, b) = A = (3) si y sélo si B = p(b)

Demostracién: Sean £* y ¢*(y,x) como en la demostracién
anterior.

» Ademds suponga que A, B son los dominios de 2 y ‘B,
respectivamente.
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

Ademas:

» Sean A* y B* L*-estructuras tales que R,-W = R%y

1

R®" = RP®, respectivamente, para cada i € {1,..., m}

/ 7

» Sean d = (dj,,...,d;,) y €= (ej,...,e;,) tuplas tales que
di. = cf-f[ y €; = ci%, para cada j € {1,...,p}
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

Ademas:

» Sean A* y B* L*-estructuras tales que R,-W — l:\’?l y

%* L s:B . .
R = R, respectivamente, para cada / € {1,...,m}

» Sean d = (dj,,...,d;,) y €= (ej,...,e;,) tuplas tales que
di. = cf-f[ y €; = ci%, para cada j € {1,...,p}

Se tiene que:

A= p(a) siysdlosi A* = o*(d,3)
B = p(b) siysélosi B* = ¢*(e,b)
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(le E)) <:3k—1 (SBab) =

2
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(2,3) S, (B,b) = existe biyeccion f : A — B tal que para

todo ¢ € A: N% _ (ac) = N3k (bf(c))

3k_1
2
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(A,3) Sy, (B,b) = existe biyeccién f : A — B tal que para

2

todo c € A: N7 (ac) = N3k (bf(c))

2
=  existe biyeccién f : A — B tal que para

todo ¢ € A: N3k (dac) = N3k (ebf(c))

2
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(A,3) S, (B,b) = existe biyeccién f : A — B tal que para
3

todo c € A: N7 (ac) = N3k (bf(c))

2
=  existe biyeccién f : A — B tal que para

todo ¢ € A: N3k (dac) = N3k (ebf(c))
2

= (A*,d3) S, (B*,eb)

2
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con
constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(A,3) S, (B,b) = existe biyeccién f : A — B tal que para
3

todo c € A: N7 (ac) = N3k (bf(c))

2
=  existe biyeccién f : A — B tal que para

todo ¢ € A: N3k (dac) = N3k (ebf(c))

2

(A*,d3) Sy, (B*,eb)

2

= A" = ¢*(d,a) ssi B* = ©*(&, b)

4
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Ultimo caso: Localidad de Hanf para vocabularios con

constantes

De lo anterior y el Teorema de Hanf:

(Q[, 5) :3/(—_1 (%, E) —
2

4

4
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existe biyeccion f : A — B tal que para

todo c € A: N7 (ac) = N3k (bf(c))

2
existe biyeccién f : A — B tal que para

todo ¢ € A: N3k (dac) = N3k (ebf(c))

2

(A*,d3) Sy, (B*,8h)

A* |= ©*(d,a) ssi B* = ©* (&, b)
A = ¢(3) ssi B = o(b)
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