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Supuestos

» En el resto del curso nos vamos a concentrar en la clase de los
modelos finitos

» En la primera parte de este capitulo consideramos
vocabularios sin constantes
» En la dltima parte del capitulo eliminamos esta restriccion
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Notacion: Grafo de Gaifman

Dado: Vocabulario £ y L-estructura 2

Definicion
El Grafo de Gaifman de 2, denotado como G(2l), contiene los
siguientes elementos:

» Nodos: Dominio A de 2l

» Arcos: (a1, az) es un arco en G(2) si y sélo si a; # ap y existe
R € L y una tuplat € R* que menciona a aj y as
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Grafo de Gaifman: Ejemplo

Si A es la estructura (A = {1,2,3,4,5}, R* = {(1,2,3)},
T = { , (4,5)}), entonces G(2) es el siguiente grafo:
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Vecindarios

Notacion
dy(a, b): Distancia entre a y b en G(2)

dy (3, b): Menor valor de dy(a, b), para a en 3

NZ(3): Subestructura de 2l inducida por los elementos a distancia
a lo mas d de a

» Elementos en a son tratados como constantes
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Vecindarios: Ejemplo

Nuevamente sea 2 la estructura (A = {1,2,3,4,5},

Vocabulario de N3'(5): {R(-,-,-), T(-,-), ¢}
» Dominio de N3'(5) es N = {1,4,5}
» RN'(5) — )
» TN0) = {(1,4), (4,5)}

> CN22[(5) — 5

Notacion

Para a = (a1,...,am), usamos N3(a1,...,a,) como notacion
alternativa para N3 (3).
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Isomorfismo de vecindarios

Dados: Vecindarios N%(3) y N3(b), donde a = (a1,...,am) y
b= (b1,...,bm)

Si f es un isomorfismo entre Ngl(é) y Ngl(l_a), entonces f(a;) = b;,

paratodo 1 </ <m

» ;jPor qué?

Notacion
N3 (3) = N (b)
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Primera nocion: Localidad de Gaifman

Dado: Vocabulario £

Teorema (Gaifman)

Para cada L-formula o(x) en LPO, existe un nimero d tal que
para toda L-estructura 2l y tuplas a, b en %:

NZ(3) =2 N3 (b) = A = p(3) si y solo si A = ¢(b)

; Como podemos usar este teorema para demostrar que una
propiedad no es expresable en LPO?
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Localidad de Gaifman: Dos ejemplos

Ejercicios
Usando el teorema de Gaifman demuestre que las siguientes
propiedades no son expresables en logica de primer orden:

1. Clausura transitiva: Determinar si existe un camino entre dos
nodos de un grafo

2. Misma generacion: Determinar si en un arbol dos nodos estan
en la misma generacion

; Qué tan dificil es resolver estos problemas usando juegos de
Ehrenfeucht-Fraissé?
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Primer ejercicio: Clausura transitiva

Sea L ={E(-,")}

Por contradiccién: Suponga que existe una L-férmula ¢(x, y) en
LPO tal que para cada L-estructura 21 y par de puntos a, b en %:

» A = p(a, b) siy sblo si existe un camino desde a a b en el
grafo representado por 2l

Por Teorema de Gaifman: Existe d tal que para toda L-estructura
Ay tuplas (a1, b1), (a2, b2) en 2A:

> Si N3 (a1, b1) = N¥(az, bp), entonces 2 = (a1, by) si y sélo
si 2 ‘: 90(32, bz)
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Primer ejercicio: Clausura transitiva

Sea 2l una estructura tal que E% es la siguiente relacién de sucesor:

o o
a b

Y

Donde:

» La distancia entre a y el primer punto de E* es mayor que d
» La distancia entre by a es mayor que 2-d + 1

» La distancia entre el Gltimo punto de E* y b es mayor que d
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Primer ejercicio: Clausura transitiva

NZ(a, b) es la siguiente estructura:

o > @ >
a b

N2 (b, a) es la siguiente estructura:

o > @ >
b a

Por lo tanto: N2 (a, b) = N3 (b, a)
» Por hipdtesis: 2l = p(a, b) siy sélo si 2 = (b, a)

Pero: 2 |= ¢(a, b) y A I~ (b, a)

» jTenemos una contradiccién! u
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Segundo ejercicio: Misma generacién

Sea L ={E(-,")}

Ahora suponga que ¥(x, y) es una L-férmula en LPO tal que para
cada L-estructura B que representa un arbol y puntos a, b en ‘B:

» B =1)(a,b) siysélosiay bestdn en la misma generacidn
en el arbol representado por 8B

Por Teorema de Gaifman: Existe d tal que para toda L-estructura
By tuplas (a1, b1), (a2, by) en *B:

> Si NP (a1, b1) = N7 (az, ba), entonces B = 1(ay, by) siy sélo
Si % ‘: ¢(32, bz)
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Segundo ejercicio: Misma generacién

Sea B una estructura tal que E® es el siguiente arbol:

Donde:
> d%(a, r) - d%(b, r) > d

» ay bestdn en la misma generacién
> (b,c) € E®
> dp(h1,a) = dg(h2,c) > d
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Segundo ejercicio: Misma generacién

N7 (a, b) es la siguiente estructura:
/ \
N7 (a,c) es la siguiente estructura:

-
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Segundo ejercicio: Misma generacién

Por lo tanto: N7 (a, b) = N7 (a, c)
» Por hipdtesis: B = (a, b) si y sélo si B = ¢(a, c)

Pero: B |=1)(a, b) y B %= ¥(a, c)

» jTenemos una contradiccién! L
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