Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Sea L = {<} y C la clase de ordenes lineales finitos sobre L.
Queremos demostrar que la siguiente propiedad no es expresable:

P = {2A€C||A| es par, donde A es el dominio de 2}
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Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Sea L = {<} y C la clase de ordenes lineales finitos sobre L.
Queremos demostrar que la siguiente propiedad no es expresable:

P = {A€C]||A| es par, donde A es el dominio de 2}

Suponemos que P es expresable en C.
» Existe ¢ tal que para todo orden lineal finito 2

A= ¢ siysélosi 2 tiene un nimero par de elementos
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Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Sea L = {<} y C la clase de ordenes lineales finitos sobre L.
Queremos demostrar que la siguiente propiedad no es expresable:

P = {A€C]||A| es par, donde A es el dominio de 2}

Suponemos que P es expresable en C.
» Existe ¢ tal que para todo orden lineal finito 2

A= ¢ siysélosi 2 tiene un nimero par de elementos

> re(p) =k
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Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Tenemos que encontrar estructuras 2l y B en C tales que:
> A =, B,
» 2 tiene un ndmero par de elementos y

» ‘B tiene un nuimero impar de elementos.
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Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Tenemos que encontrar estructuras 2l y B en C tales que:
> A =, B,
» 2 tiene un ndmero par de elementos y

» ‘B tiene un nuimero impar de elementos.

i Cuan grandes tienen que ser los dominios de 2 y B7

I1C3263 — Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé 17 / 74



Ejemplo: Ordenes lineales finitos

Tenemos que encontrar estructuras 2l y B en C tales que:
> A =, B,
» 2 tiene un ndmero par de elementos y

» ‘B tiene un nuimero impar de elementos.

i Cuan grandes tienen que ser los dominios de 2 y B7

» Con una férmula con rango de cuantificacién k, jDe
qué tamano son la estructuras que podemos distinguir?
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Légica de primer orden y ordenes lineales

Definimos una familia de férmulas a,(x, y), para n > 1, de manera
recursiva:

Oél(X,)/) = X <Y,
3x, (OALgJ (X,Xn) A ara (Xn,y)).

Q
S
~—~~
~—

I

Veamos cudles son las propiedades fundamentales de estas
féormulas.
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Rango de cuantificacion de «,

Lema
rc(an(x,y)) = [log n|.

Demostracion: Por induccién en n. Para n = 1 se cumple
trivialmente.

Supongamos que n > 2 y que la propiedad se cumple para todo
ndmero menor que n.

Por definicidn:

re(an(x, y)) =1+ max{rc(o n)(x,xn)), re(apny(xa,y))}-
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Rango de cuantificacion de «,

Por hipdtesis de induccién:

_ n -
re(eay(x,y)) = [log[5]l.
_ N _ _
re(ara(x,y)) = [log|7
Como log| 5] < log| 5|, concluimos que:
n
rean(x.y)) = 1+ [log[2]]

Por demostrar: [logn| =1+ ﬂog(gﬂ
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Un poco de aritmética ...

Consideramos tres casos:

1. Suponemos que n = 2¢, donde ¢ > 1. Entonces (g} — pt-1
por lo que:

flogn] =0=14+{—-1)=1+[log2" 1] =1+ ﬂog(gﬂ.

2. Suponemos que n =2+ 2¢, donde £ > 1y 0 < 2¢ < 2.
Como 2° < 2¢ 4 2¢ < 271, concluimos que [logn| = ¢ + 1.

Como 0 < 2¢ < 2¢, se tiene que 0 < c < 2t=1 Concluimos
que 271 < 271 4+ ¢ < 2% Por lo tanto [log[Z]] =/, ya que
[3l=2" +c

De todo lo anterior: [logn| =1+ [log[ 5]
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Un poco de aritmética ...

3. Suponemos que n =2 +2c+1,donde ¢ > 1y
1<2c+1<2°

Como 2t < 26 +2¢c+ 1 < 21 concluimos que
llogn| =/¢+ 1.

Como 1 <2c+1<2¢ se tiene que % < c+ % < -1
Entonces tenemos que 1 < ¢+ 1 < 2¢=1. Concluimos que
2071 <21 4 ¢+ 1 < 2% Por lo tanto [log[4]] =/, ya que
(2] =214+ c+1.

De todo lo anterior: |logn| =1+ [log| 75 || ]
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Distancias medidas por o,

Lema
Seal=(A={1,...,m}, <™. SiA = a,(i,j), entonces

J— 12> n.
Demostracion: Por induccidon en n. Para n = 1 es facil de verificar.

Sea n > 2 y supongamos que la propiedad se cumple para todo
nimero menor que n.

Si A = an(i,j), entonces existe k tal que 2 = a2 (i, k) y
A= aroy(k,J).
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Distancias medidas por o,

Por hipdétesis de induccién:

n

k—iz 3]y j-k=z[3]

Como j —i=(j — k) + (k — i), concluimos que:

j=i = (31415

I1C3263 — Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé 24 / 74



Juegos y ordenes lineales

Corolario

Si un orden lineal 2 satisface a«(a, b), entonces la distancia entre
ay b es al menos 2.
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Juegos y ordenes lineales

Corolario

Si un orden lineal 2 satisface a«(a, b), entonces la distancia entre
ay b es al menos 2.

Tenemos que:

» Con una férmula con rango de cuantificaciéon k podemos
verificar si dos puntos estdn a distancia 2.

» A tiene al menos 2% 1+ 1 elementos.
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Juegos y ordenes lineales

Corolario

Si un orden lineal 2 satisface a«(a, b), entonces la distancia entre
ay b es al menos 2.

Tenemos que:

» Con una férmula con rango de cuantificaciéon k podemos
verificar si dos puntos estdn a distancia 2.

» A tiene al menos 2% 1+ 1 elementos.

Tenemos una primera indicacién de que si queremos 2l =, ‘B,
entonces %l y B deben tener un nimero exponencial de elementos.

» Hagamos mas precisa esta afirmacién ...
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Juegos y ordenes lineales

Dado: A= (A={1,...,m}, <N yB=(B={1,...,n}<>).
» Pregunta original: j Cuan grandes tienen que ser m y n para
que 2 — B7?
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Juegos y ordenes lineales

Dado: A= (A={1,...,m}, <N yB=(B={1,...,n}<>).
» Pregunta original: j Cuan grandes tienen que ser m y n para
que 2 — B7?

Proposicion

Sim < n < 2571 entonces existe una oracién o tal que A [~ o,
B ‘: %, er(QO) < k.
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Juegos y ordenes lineales

Dado: A= (A={1,...,m}, <N yB=(B={1,...,n}<>).
» Pregunta original: j Cuan grandes tienen que ser m y n para

que 2A = B

Proposicion

Sim < n < 2571, entonces existe una oracién ¢ tal que A F~ o,
B = yre(p) < k.

Demostracidn: Sea

p = Ix(@Fyapn(y,x) A Jzapn_1(x,2)).
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Juegos y ordenes lineales

Se tiene que A = y B = .
» jPor qué?

También se tiene que rc(p) = 2+ rc(ayay(y, x)) =2+ [log|3]].

2k—1 2k—2

Como n < , se tiene que | 5] < , por lo que
[log|5]| < k — 2. Concluimos que rc(p) < k. [
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Juegos y ordenes lineales

Se tiene que A = y B = .
» jPor qué?

También se tiene que rc(p) = 2+ rc(ayay(y, x)) =2+ [log|3]].

2k—1 2k—2

Como n < , se tiene que | 5] < , por lo que
[log|5]| < k — 2. Concluimos que rc(p) < k. [

Conclusidn

Si queremos que A =4 B, entonces |A| y |B| deben ser Q(2%).
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Juegos y ordenes lineales
Se tiene que A = y B = .
» jPor qué?
También se tiene que rc(p) = 2+ rc(ayay(y, x)) =2+ [log|3]].

2k—1 2k—2

Como n < , se tiene que | 5] < , por lo que
[log|5]| < k — 2. Concluimos que rc(p) < k. [
Conclusion

Si queremos que A =4 B, entonces |A| y |B| deben ser Q(2%).

» Vamos a ver que esta es una buena estimacion ...
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Ordenes lineales indistinguibles

Dado: A =(A={1,....m}, <N yB=(B={1,...,n},<>).

Proposicién

Sim,n> 2K+ 1, entonces A =, B.

Demostracion: Vamos a definir una estrategia ganadora para D.

Utilizamos una estrategia que en la ronda ¢ < k cumpla lo
siguiente: Si las movidas en 2y B son (a1,....as) y (b1,...,by),
respectivamente, entonces para todo 1 < /,j < /:

la. si|a; — aj| < 2k=t entonces |b; — bj| = |ai — ajl;

1b. si |a; — 1| < 2K¢, entonces |b; — 1| = |a; — 1];

lc. si |aj — m| < 2K=*, entonces |b; — n| = |a; — m|;
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Ordenes lineales indistinguibles

2a. si |a; — aj| > 25*, entonces |b; — b;| > 2K¢;

2b. si |a;j — 1] > 257¢, entonces |b; — 1| > 2k=*

2c. si|laj — m| > 2k=t " entonces |bj — n| > k=t

3. aj < aj siysolosi b < b;.

Cuando tomamos ¢ = k, concluimos que gana D. jPor qué?
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Ordenes lineales indistinguibles

2a. si |a; — aj| > 25*, entonces |b; — b;| > 2K¢;

2b. si |a;j — 1] > 257¢, entonces |b; — 1| > 2k=*

2c. si|laj — m| > 2k=t " entonces |bj — n| > k=t

3. aj < aj siysolosi b < b;.

Cuando tomamos ¢ = k, concluimos que gana D. jPor qué?

Vamos a demostrar por induccién en £ < k que D puede jugar de
tal forma de cumplir las condiciones anteriores.
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Ordenes lineales indistinguibles

Suponga que en la ronda ¢ < k las movidas en 2 y B son
(a1,...,a7) y (by,...,by), respectivamente.

Suponga que S decide jugar un punto agy1 en 2 (si S juega un
punto en ‘B, la estrategia se define de la misma forma).

Tenemos tres casos posibles:

» Existe i € {1,...,/¢} tal que a; es el menor elemento en
(a1, -ya0) y 1 < apy1 < ay.

» Existe i € {1,...,/¢} tal que a; es el mayor elemento en
(a1,-.-,a0) y ai < app1 < m.

» Existen /,j € {1,...,¢} tales que a; < aj, no existe un
elemento entre ellos en (a1,...,a7) y a; < ap+1 < a;.
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Ordenes lineales indistinguibles

Vamos a ver como se define la estrategia en el tercer caso. Los
otros dos casos son idénticos a este.

> Si|a; — aj| < 2K7*, entonces |b; — bj| = |a; — bj|. Los
intervalos [aj, aj] en Ay [b;, bj] en ‘B son isomorfos, por lo
que es facil definir by, 1. § COmo se define?

> Si |a; — a;| > 257¢, entonces |b; — b;| > 2K~*. Para definir
b1 1 consideramos tres casos.

» Sila; — apy1| < 2k=(t+1) entonces definimos by 1 como un
punto en B mayor o igual a b; tal que |a; — ag+1| = |bj — bey1].

» Silaj —art1| < 2k=(¢+1) “entonces definimos by11 como un
punto en B menor o igual a b; tal que |a; — a¢4+1| = |bj — brt1].

I1C3263 — Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé 31 /74



Ordenes lineales indistinguibles

> Si|a; — agp1| > 2K+ y |a; — apy 1| > 2K+ entonces
definimos b1 de la siguiente forma.

Sabemos que existe por lo menos un punto b; < b < b; tal que
|bj — b| > 2k=(4+1) y | — p| > 2k=(*+1) Definimos by, 1 como
uno de estos puntos.

Para terminar la demostracion tenemos que demostrar que
(a1,--.,ar11) Yy (b1,..., bpi1) satisfacen las condiciones iniciales.

» ;Coémo se hace esto?
[]
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Paridad no es definible sobre ordenes lineales finitos

Sea L = {<}, C la clase de ordenes lineales finitos sobre Ly

P = {AeC||A| es par, donde A es el dominio de 2}.

Corolario
P no es definible en Iogica de primer orden en C.
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Paridad no es definible sobre ordenes lineales finitos

Sea L = {<}, C la clase de ordenes lineales finitos sobre Ly

P = {2A€C||A| es par, donde A es el dominio de 2(}.

Corolario

P no es definible en Iogica de primer orden en C.

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Volvemos a considerar vocabularios con constantes.

Dado: Vocabulario £ y L-estructuras 21 y *B.

» Los dominios de 2l y B son Ay B, respectivamente.

Decimos que ‘5 es la sub-estructura de £l inducida por B si

» BCA

B _ 2

» para cada ¢ € L, se tiene que c* € By ¢

» para cada R € L de aridad k: R® = R¥* N BX

C
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Terminologia: Isomorfismo incluyendo constantes

Decimos que f es un isomorfismo de £ en ‘B si:
» f es una biyeccién
» Para cada c € L, se tiene que f(c¥) = c®

» Para cada R € £ de aridad k y (a1,...,ax) € AX, se tiene que
(a1,...,ak) € R* siysélosi (f(a1),...,f(ak)) € R*
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Terminologia: Isomorfismo incluyendo constantes

Decimos que f es un isomorfismo de £ en ‘B si:

» f es una biyeccidn

» Para cada c € L, se tiene que f(c¥) = c®

» Para cada R € £ de aridad k y (a1,...,ax) € AX, se tiene que
(a1,...,ak) € R* siysélosi (f(a1),...,f(ak)) € R*

Notacion

21 v *B son estructuras isomorfas, denotado como 2 = B, si existe
un isomorfismo f de 21 en $8.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

iEl juego no cambial
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

iEl juego no cambial

Tablero : L-estructuras A y B
Jugadores . Duplicator (D) y Spoiler (S)
Nimero de rondas : k > 0 (pardmetro del juego)

En cada ronda:

1. S elije una estructura y un punto en esa estructura.

2. D responde con un punto en la otra estructura.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,c}.

Sean (a1,...,ak) y (b1,...,bx) los puntos jugados en 2 y B.

I1C3263 — Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé 37 | 74



Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,c}.

Sean (a1,...,ak) y (b1,...,bx) los puntos jugados en 2 y B.

» S gana el juego si

((Cl,.. Cg,al,...,ak), (C?,...,Cg%,bl,...,bk))

no es un isomorfismo parcial de 2 en ‘5.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,c}.

Sean (a1,...,ak) y (b1,...,bx) los puntos jugados en 2 y B.

» S gana el juego si

B B
((c,...,¢ A ar, ..., ak), (¢ ooy Cpyb1y ., bg))
no es un isomorfismo parcial de 2 en ‘5.

» En caso contrario gana D.
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Caso general

Dado: Vocabulario £ que contiene constantes {ci,...,c}.
Sean (a1,...,ak) y (b1,...,bx) los puntos jugados en 2 y B.
» S gana el juego si

B B
((c,...,¢ A ar, ..., ak), (¢ ooy Cpyb1y ., bg))
no es un isomorfismo parcial de 2 en ‘5.

» En caso contrario gana D.

i Por qué incluimos las constantes?

» Notese que puede pasar que 2 Zg B. j Tiene sentido esto?
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Estrategia ganadora

Notacion

D tiene una estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-
Fraissé de k rondas entre 2 y *B si para cada posible forma de
Jjugar de S, existe una forma de jugar de D que le permite ganar.

> Q[Ek%
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Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé: Estrategia ganadora

Notacion

D tiene una estrategia ganadora en el juego de Ehrenfeucht-
Fraissé de k rondas entre 2 y *B si para cada posible forma de
Jjugar de S, existe una forma de jugar de D que le permite ganar.

> Q(Ek%

Ejercicio
Sea L = {<, min,max} y C la clase de L-estructuras tales que < es un
orden lineal finito, min es el menor elemento de < y max es el mayor

elemento de <.

» Demuestre que para 2A,B € C, si |A|,|B| > 2% + 1, entonces
2 — ‘B.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé

Dado: Vocabulario L.

Notacion

» LPO[k| es el conjunto de L-oraciones en Iogica de primer
orden con rango de cuantificacion a lo mas k.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé

Dado: Vocabulario L.

Notacion

» LPO[k| es el conjunto de L-oraciones en Iogica de primer
orden con rango de cuantificacion a lo mas k.

» Dos L-estructuras 2 y B estan de acuerdo en LPO|k] si para
cada ¢ € LPOIk|:

AE=¢@ siysolosi B E o
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé

Teorema (Ehrenfeucht-Fraissé)

Para todo par de L-estructuras 2l y B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A —k B
2. A y B estan de acuerdo en LPO[k]
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé

Teorema (Ehrenfeucht-Fraissé)

Para todo par de L-estructuras 2l y B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A —k B
2. A y B estan de acuerdo en LPO[k]

Ejercicio
Use el teorema para demostrar que la clausura transitiva no es
definible en logica de primer orden sobre la relacién sucesor.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Demostracion

Dado: L-estructura 21 con dominio Ay tupla 3= (a1,...,amn) de
elementos de A.

Notacion

» L..: Resultado de extender L con m constantes nuevas
C1,...,Cm

» (A, 3): L-estructura tal que

» ¢(3) = ¥ para cada constante ¢ € L

» R(3) = R para cada relacién R € L

> CI.(Q[’é)

— aj para cada i €{1,...,m}
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Demostracion

Dado: L-estructura 21 con dominio Ay tupla 3= (a1,...,amn) de
elementos de A.

Notacion

» L..: Resultado de extender L con m constantes nuevas
C1,...,Cm

» (A, 3): L-estructura tal que

» ¢(3) = ¥ para cada constante ¢ € L

» R(3) = R para cada relacién R € L

> CI.(Q[’é)

— aj para cada i €{1,...,m}

Para una tupla (a1), usamos la notacién (2, a;) para (2, (a1))
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Tipo de una estructura

Una nocién fundamental
Dadas variables xi,...,xmn, el k-tipo de (2, 3) es definido como:

tp,(A,3) = {olx,...,xm) | re(p(x1,...,xm)) < ky
D) ‘: go(al, .. 7am)}.

Vamos a estudiar algunas propiedades fundamentales de la nocidn
de tipo.
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

Lema

Si L es finito, entonces tp, (2, 3) contiene un nimero finito de
formulas hasta equivalencia logica.

Demostraciéon: Suponga que £ = {cy,...,¢, Ri1,...,Rs}, donde
la aridad de Rj es n; (1 < i <s).

Por induccién en k, vamos a demostrar que hasta equivalencia
|6gica hay un numero finito de férmulas ¢ tal que:

> re(p) < k

» las variables libre de ¢ estdn contenidas en {xy,...,Xmn}
De lo anterior se deduce el lema. jPor qué?
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

» Suponga que kK = 0.

La siguiente es una cota superior para el nimero de férmulas
no equivalentes con rango de cuantificacién 0 y cuyas
variables libres estan en el conjunto {xi,...,xn}:
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

» Suponga que kK = 0.

La siguiente es una cota superior para el nimero de férmulas
no equivalentes con rango de cuantificacién 0 y cuyas
variables libres estan en el conjunto {xi,...,xn}:

[(Z( b)) (s m)?

=1

52

i Por qué?
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

» Suponga que la propiedad se cumple para k.

Sea ¢ una férmula tal que rc(p) = k + 1 y cuyas variables libres
estan contenidas en el conjunto {xi,...,Xmn}.

Sin perdida de generalidad, suponemos que ¢ es una combinacién
Booleana de férmulas 91, ...,,, donde cada 1); satisface una de
las siguientes condiciones:

1. re(vi) < k
2. re(vi) =k+ 1y Y; = Ixny1 «, donde rc(a) = k y las
variables libre de o estdn en el conjunto {x1, ..., Xm, Xm+1}
3. re(vi)=k+1y1Y; =Vxny1 8, donde rc(B) = k y las
variables libre de 3 estdn en el conjunto {xi, ..., Xm, Xm+1}
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

Por hipdtesis de induccién:

» existe un nimero finito de férmulas con rango de cuantifica-
cion a los mas k y cuyas variables libres estan en el conjunto

{X17 s 7Xm7Xm+1}

Concluimos que existe un numero finito de férmulas ¢ que
satisfacen la condicidén en la transparencia anterior.

» Esto concluye la demostracién del lema. jPor qué?
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

Sean 2l una estructura sobre un vocabulario finito £, y 3 una tupla
con m elementos de 2.

Corolario

Existe una formula 90?2( 3) (x1,...,Xm) tal que:

> rC(gOé(m’é)(Xl, 0o © 7Xm)) = K

> para cada L-estructura ‘B y tupla b con m elementos de B, se
tiene que ‘B = gp& 5)(b) si y sélo si tp, (B, b) = tp, (2, 3)
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Tipo de una estructura: Resultados fundamentales

Sean 2l una estructura sobre un vocabulario finito £, y 3 una tupla
con m elementos de 2.

Corolario
Existe una formula 90?2( 3) (x1,...,Xm) tal que:
> rc(gpé(m’g)(xla 0o © 7Xm)) = K

> para cada L-estructura ‘B y tupla b con m elementos de B, se
tiene que ‘B = gp& 5)(b) si y sélo si tp, (B, b) = tp, (2, 3)

Ejercicio

Demuestre el corolario.
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Demostracion

Para demostrar el Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé usamos tipos y
la relacién ~ definida de la siguiente forma:

> mﬁo%Si%Eo%

> Q[Ek_{_]_ % Si

forth : Para cada a € A, existe b € B tal que
(2[7 a) =k (%7 b)
back : Para cada b € B, existe a € A tal que

(91, a) >~ (%, b)
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Teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: Version extendida

Teorema (Ehrenfeucht-Fraissé)

Para todo par de L-estructuras 2l y ‘B, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. A —k B
2. A y B estan de acuerdo en LPO[Kk]
3. 2A iy 5

Demostracién: (1 < 3): Por induccién en k. Para k = 0 se tiene
por definicidn.
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Demostracion de la version extendida

Suponga que la propiedad se cumple para k.

» Suponga que 2l ~, 1 *B. Tenemos que demostrar que
9/[ Ek_|_1 %

Suponga que S decide jugar a; en 2. Entonces como
A~y 11 B, existe by en ‘B tal que (A, a1) ~4 (B, b1).

Por hipétesis de induccién: (2, a1) =, (28, by).

Por lo tanto: Para todo a € A, existe b € B tal que
(%7 3) —k (%7 b)
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Demostracion de la version extendida

De la misma forma, pero ahora usando back, concluimos que
para todo b € B, existe a € A tal que (2, a) = (*B, b).

De lo anterior: 2l =, 1 ‘5.

» Suponga ahora que 2l =4, 1 B. Tenemos que demostrar que
Q[ 2[(_'_]_ %

Sea a € A y suponga que S decide jugar este punto. Como D
tiene una estrategia ganadora en el juego de k + 1 rondas

entre 2 y B, existe b en B tal que (A, a) =, (B, b).

Por hipétesis de induccién: (2, a) ~ (B, b).
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Demostracion de la version extendida

Por lo tanto: Para todo a € A, existe b € B tal que
(9[7 a) =k (%7 b)

De la misma forma, pero ahora dejando jugar a S en B,
concluimos que para todo b € B, existe a € A tal que

(A, a) ~« (B, b).

De lo anterior: 2l >~ .1 ‘5.
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Demostracion de la version extendida

(2 < 3): Por induccién en k.
Para kK = 0 se tiene la equivalencia. j Por qué?

Suponga que la equivalencia se tiene para k.

» Suponga que 2 ~; 1 *B. Tenemos que demostrar que A y B
estdn de acuerdo en LPO[k + 1].

» Para hacer esto nos basta con considerar el caso ¢ = Ix ¥(x)
con rc(y) = k. jPor qué?

Si 2 = dx(x), entonces existe a € A tal que 2 = (a).

Como A ~, .1 B, existe b € B tal que (2, a) ~x (8, b).
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Demostracion de la version extendida

Por hipédtesis de induccién: (21, a) y (B, b) estan de acuerdo
en LPO[K].

Sea L1 = L UA{c}. Como (A, a) = ¢¥(c), rc(v(c)) =ky
(%A, a), (2B, b) estdn de acuerdo en LPOJk]|, se tiene que

(B, b) = ¥(c).

Tenemos entonces que B = 1(b), por lo que concluimos que
B = IxYP(x).

De la misma forma concluimos que si 8 = dx(x), entonces

A = Ixp(x).
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Demostracion de la version extendida

» Suponga que 2 y B estan de acuerdo en LPO[k + 1].
Tenemos que demostrar que 21 ~; 1 ‘5.

Sea a € A. Como A = 90@( a)(a), sabemos que
A = Ix gpé(%a) (x).

Puesto que rc(3x gpé‘m a)(x)) = k + 1, se tiene que

B = dx gpé‘m a)(x). Entonces, existe b € B tal que
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Demostracion de la version extendida

Por lo tanto: tp, (2, a) = tp,(*B, b), lo cual significa que
(A, a) y (°B, b) estan de acuerdo en LPO[k]. Asi, por hipdtesis
de induccién: (21, a) >~ (B, b).

Entonces: Para todo a € A, existe b € B tal que
(%7 a) =k (%7 b)

De la misma forma concluimos que para todo b € B, existe
a € Atal que (2, a) ~¢ (B, b).

De lo anterior: 2l >~ .1 B []
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Una estrategia completa

Corolario

Una propiedad P no es expresable en logica de primer orden si y
solo si para cada k > 0, existen L-estructuras 21y y B tales que:

» A, eP
> B ¢ P
> A =4 By
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Una estrategia completa

Corolario

Una propiedad P no es expresable en logica de primer orden si y
solo si para cada k > 0, existen L-estructuras 21y y B tales que:

» A, eP
> By &P
’Q[kzk%k

Ejercicio

Demuestre la direccién (<) del corolario.
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Una estrategia completa

Corolario

Una propiedad P no es expresable en logica de primer orden si y
solo si para cada k > 0, existen L-estructuras 21y y B tales que:

» A, eP
> By &P
’Q[kzk%k

Ejercicio

Demuestre la direccién (<) del corolario.

Vamos a demostrar la direccién (=) del corolario.
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Una estrategia completa: Demostracion

Demostracion (=-): Consideramos el contra-positivo del
enunciado.

Suponga que existe k > 0 tal que para todo par de L-estructuras
2y *B, se tiene que:
> Si A =, ‘B, entonces A € P siysdlosi B eP

Vamos a demostrar que bajo esta hipdtesis P es definible en ldgica
de primer orden.
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Una estrategia completa: Demostracion

Sea V la siguiente oracion:

\/ o5

AcP

Podemos suponer que V es una férmula en légica de primer orden
porque hasta equivalencia logica sélo existe un nimero finito de

oraciones con rango de cuantificacién k.

Vamos a demostrar que para cada L-estructura ‘B:

BecP siysdlosi BEV
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Una estrategia completa: Demostracion

(=) Si B € P, entonces B = W ya que ¢k es uno de los
disyuntos de W'y B |= k.

(«=) Suponga que B = V. Entonces existe 2l € P tal que
B = vy

Tenemos que tp, (2A) = tp,(2B), por lo que A y B estan de
acuerdo en LPO[k].

Por teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: 21 =, ‘B

Por hipdtesis y dado que 2 € P, concluimos que ‘B € P
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

Sea C una clase de L-estructurasy P C C.
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

Sea C una clase de L-estructurasy P C C.

Corolario

P no es expresable en logica de primer orden en C si y sdlo si para
cada k > 0, existen L-estructuras B, € C tales que:

» A, €P
> By ¢ P
’Q[kzk%k
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

Sea C una clase de L-estructurasy P C C.

Corolario

P no es expresable en logica de primer orden en C si y sdlo si para
cada k > 0, existen L-estructuras B, € C tales que:

» A, €P
> %kQP
’Q[kzk%k

Vamos a demostrar la direccién (=) del corolario.
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

Demostracion (=-): Consideramos el contra-positivo del
enunciado.

Suponga que existe k > 0 tal que para todo par de L-estructuras
2,5 € C, se tiene que:

» Si A =, *B, entonces A € P siysélosi B P

Al igual que en el corolario anterior:

» Vamos a demostrar que bajo esta hipdtesis P es definible en
|6gica de primer orden en C.
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

Definimos W como en la demostracidon anterior:

\/ o5

AeP

Vamos a demostrar que para cada L-estructura ‘B € C:

BecP siysdlosi BEV

(=) Si 2B € P, entonces B = V ya que gp% es uno de los
disyuntos de W'y B = k.
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Una estrategia completa: Clases de estructuras

(<) Suponga que B = V. Entonces existe 2 € P tal que
B = oy

» En particular, se tiene que XA € C.

Tenemos que tp, (2A) = tp,(2B), por lo que A y B estan de
acuerdo en LPO[k].

Por teorema de Ehrenfeucht-Fraissé: 2 =, ‘B

Dado que 2,B € C, A € Py =, *B:

» Concluimos por hipdtesis que B € P
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Una aplicacién de los juegos de Ehrenfeucht-Fraissé:
Decibilidad de una teoria

Para recordar ...

Un conjunto X de oraciones sobre un vocabulario £ es una teoria si:
(1) X es satisfacible.

(2) X es cerrado bajo consecuencia légica: Si ¢ es una L-oracién tal
que ¥ = ¢, entonces ¢ € Y.
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Algunos ejemplos de teorias

Dado: Estructura 2 sobre un vocabulario £

Ejemplo clasico de teoria: La teoria de la estructura 2l

Th(2) = {p | ¢ es una L-oracién tal que 2 = ¢}
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Algunos ejemplos de teorias

Dado: Estructura 2 sobre un vocabulario £

Ejemplo clasico de teoria: La teoria de la estructura 2l

Th() = {¢ | ¢ es una L-oracién tal que A = v}
Dos teorias fundamentales:

> Aritmética: Th(91)

» Teoria de los niimeros reales: Th(A)
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Algunos ejemplos de teorias

Dado: Conjunto consistente de oraciones Ax sobre un vocabulario £

Otro ejemplo cldsico: La teoria del conjunto de axiomas Ax

Th(Ax) = {¢ | ¢ es una L-oracién tal que Ax = p}
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Algunos ejemplos de teorias

Dado: Conjunto consistente de oraciones Ax sobre un vocabulario £

Otro ejemplo clasico: La teoria del conjunto de axiomas Ax

Th(Ax) = {¢ | ¢ es una L-oracién tal que Ax = p}

Un ejemplo de esto es |la teoria de los ordenes lineales, la cual tiene los
siguientes axiomas:

Vx =(x < x)
VxVyWz (x < y ANy <z — x < z)
VxVy(x < yVx=yVy<x)
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Teorias completas

Para recordar ...

Una teoria X sobre un vocabulario £ se dice completa si para cada
L-oracion :

Ee o XE-vp

Ejemplo
Th(91) y Th(R) son teorias completas.
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Caracterizando las teorias completas

También para recordar ...

Dos estructuras 21 y B sobre un vocabulario £ son elementalmente
equivalentes si para toda L-oracién :

A= siysdlosi B E o
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Caracterizando las teorias completas

También para recordar ...

Dos estructuras 21 y B sobre un vocabulario £ son elementalmente
equivalentes si para toda L-oracién :

A= siysdlosi B E o

Teorema

Una teoria 2. es completa si y solo si para cada par de estructuras
2 v *B que satisfacen 2, 2 y B son elementalmente equivalentes.
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Teorias finitamente axiomatizables

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.

Lo ultimo para recordar ...

> es finitamente axiomatizable si existe un conjunto finito y consistente
Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax).
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Teorias finitamente axiomatizables

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.

Lo ultimo para recordar ...

> es finitamente axiomatizable si existe un conjunto finito y consistente
Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax).

Teorema

Si una teoria es finitamente axiomatizable y completa, entonces es
decidible.
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Teorias finitamente axiomatizables

Sea Y una teoria sobre un vocabulario L.

Lo ultimo para recordar ...

> es finitamente axiomatizable si existe un conjunto finito y consistente
Ax de L-oraciones tal que ¥ = Th(Ax).

Teorema

Si una teoria es finitamente axiomatizable y completa, entonces es
decidible.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Un
ejemplo clasico

Sea £ = {<} y OrdDen el siguiente conjunto de axiomas:

Vx =(x < x)
VXVyWz(x <y ANy <z — x < z)
VxVy(x < yVx=yVy<x)
Vx3dy (x < y)

Vx3y (v < x)

VxVy(x <y —=3dz(x<zAz<y))

Th(OrdDen) es la teoria de los ordenes lineales densos sin primer ni
ultimo elemento.

» (R, <)y (Q, <) son modelos de esta teoria.
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Un
ejemplo clasico

Teorema

Th(OrdDen) es una teoria completa y finitamente axiomatizable.

Corolario
Th(OrdDen) es una teoria decidible.
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Un
ejemplo clasico

Teorema
Th(OrdDen) es una teoria completa y finitamente axiomatizable.

Corolario
Th(OrdDen) es una teoria decidible.

i Cémo podemos demostrar que Th(OrdDen) es una teoria
completa?
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Teorias finitamente axiomatizables y completas: Un
ejemplo clasico

Teorema
Th(OrdDen) es una teoria completa y finitamente axiomatizable.

Corolario
Th(OrdDen) es una teoria decidible.

i Cémo podemos demostrar que Th(OrdDen) es una teoria
completa?
» Los juegos de Ehrenfeucht-Fraissé vienen al rescate.
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Th(OrdDen) es una teoria completa

Sea £ = {<}, y suponga que 2 y B son L-estructuras tales que
A = OrdDen y %8 = OrdDen.

Tenemos que demostrar que para cada L-oracién :

AE=p siysdlosi B Eo
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Th(OrdDen) es una teoria completa

Sea £ = {<}, y suponga que 2 y B son L-estructuras tales que
A = OrdDen y %8 = OrdDen.

Tenemos que demostrar que para cada L-oracién :

AE=p siysdlosi B Eo

Para demostrar esto basta demostrar que 2l =, *B para todo kK > 0

» jPor qué?
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Th(OrdDen) es una teoria completa

Sea £ = {<}, y suponga que 2 y B son L-estructuras tales que
A = OrdDen y %8 = OrdDen.

Tenemos que demostrar que para cada L-oracién :

AE=p siysdlosi B Eo

Para demostrar esto basta demostrar que 2l =, *B para todo kK > 0

» jPor qué?

Ejercicio

Demuestre la condicidon anterior.
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Comentarios finales

i fenemos una estrategia completa para el problema de
definibilidad en légica de primer orden!
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Comentarios finales

i fenemos una estrategia completa para el problema de
definibilidad en légica de primer orden!

» Puede ser utilizada incluso en clases de estructuras arbitrarias
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Comentarios finales

i fenemos una estrategia completa para el problema de
definibilidad en légica de primer orden!

» Puede ser utilizada incluso en clases de estructuras arbitrarias

» Pero algunas veces es dificil de aplicar
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Comentarios finales

i fenemos una estrategia completa para el problema de
definibilidad en légica de primer orden!

» Puede ser utilizada incluso en clases de estructuras arbitrarias

» Pero algunas veces es dificil de aplicar

Vamos a estudiar entonces estrategias que no son completas, pero
si faciles de aplicar.
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Comentarios finales

i fenemos una estrategia completa para el problema de
definibilidad en légica de primer orden!

» Puede ser utilizada incluso en clases de estructuras arbitrarias

» Pero algunas veces es dificil de aplicar
Vamos a estudiar entonces estrategias que no son completas, pero

si faciles de aplicar.

» Vamos a estudiar algunas nociones de localidad
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