Légicas con recursion

Dado: Vocabulario £, L-estructura 2 y simbolo de relacién R con
k argumentos

» RZL

Notacion

Para X C AX: (A, X) es una (£ U {R})-estructura donde R es
interpretado como X
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Légicas con recursion

Definicidn
Sea o(x1,...,Xk, R) una férmula en LPO sobre LU {R}

> T, DAY 4 2A% a5 un operador tal que para cada X C AK:

T(X) = {(a1,.--,ak) € A“| (A, X) E o(a1,...,ak R)}

» X C AK es un punto fijo de T, si T,(X) = X

Ejemplo
Muestre que T, no tiene punto fijo si ¢(x,S) = =5(x)
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Monotonia y la existencia de un punto fijo

Definicidn
T, es mondtono si para X1 C Xp: T,(X1) C Ty (X2)

Teorema (Tarski-Knaster)

Si T, es mondtono, entonces tiene un menor punto fijo.

Demostracion: Defina To =0y
Thy1 = T¢(Tn)

Entonces: T, C T,41 puesto que T, es mondtono
» Como AX es finito: Existe £ tal que Ty = Tpi1 = To(Te)

I1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 87 / 124



Existencia de un punto fijo

Si Y es punto fijo, entonces T (Y) =Y
Como Tg =0, se tiene que To C Y

Como T¢ es monotono:

T=Ty(To) C Tu(Y)=Y
Tia=ToTia) C ToY)=Y
To=Ty(Ti-1) C Tu(Y)=Y

Se tiene que T, es el menor punto fijo de T, ]
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Existencia de un punto fijo: Férmulas positivas

Suponga que ¢(xi, ..., Xk, R) no utiliza conectivos — y <>

©(x1,--.,Xk, R) es una férmula positiva en R si cada aparicién de
R esta bajo un numero par de negaciones

» = R(x) no es positiva en R

» == R(x) y =(—R(x) A T(x)) son positivas en R
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Existencia de un punto fijo: Férmulas positivas

Proposicion

Si p(x1,...,Xxk, R) es positiva, entonces T, es mondtono

Ejercicio
Demuestre la proposicién

» jEs la direccidén contraria también valida?
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Existencia de un punto fijo: Férmulas positivas

Corolario

Sip(x1,...,xk, R) es una férmula positiva, entonces T, tiene un
menor punto fijo.

Notacion
Ifp(T,) es el menor punto fijo de T,
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Légicas con operadores de punto fijo

La légica de primer orden con operador de menor punto fijo
extiende a la LPO.

Incluimos una regla de la siguiente forma para definir esta ldgica:

» Si R es un simbolo de predicado k-ario 'y ¢(x1,...,xx, R) es
una férmula positiva en LPO, entonces:

[pr(xl,...,xk),R QO(XL ey X R)](yla e 7.y/<)

es una férmula en LPO con operador de menor punto fijo
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Légicas con operadores de punto fijo

La semdntica de [Ifpz g (X, R)](Y) es definida como:

A = [Ifpz g o(X, R)|(3) siysolosi aclfp(T,)

Ejercicio
Muestre que las siguientes propiedades pueden ser expresadas en la
LPO con operador de menor punto fijo:

1. Determinar si un nodo es alcanzable desde otro en un grafo
2. Determinar si un grafo dirigido es aciclico

3. Determinar si un grafo es un arbol
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Primer ejemplo: Graph reachability

Sea L ={E(-,")}

Vamos a definir una férmula @g (X, y) tal que:

> A = @gr(a, b) siy sélo si b es alcanzable desde a en el grafo
representado por 2l

©er(X,y) se define como:

a(u,v,R) = E(u,v)Vdw(E(u,w) AN R(w,v))
per(x,¥) = [¥pv).ralu, v, R)(x,y)
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Segundo ejemplo: Graph acyclicity

Vamos a definir una oracion g4, tal que:

> A = Py, siy sélo si el grafo representado por A no contiene
ciclos

®,, se define como:
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Tercer ejemplo: Grafos que representan arboles

Vamos a definir una féormula V4o tal que:

> A = Wypo siy sdlo si el grafo representado por 2 es un arbol

Sean:

B(u,v) = E(u,v)V E(v,u)
v(u,viR) = B(u,v)V3Iw(B(u,w) A R(w,v))

W o €s definido como:

IxXVy(x #y — Spgr(xa)/)) A —3dz [pr(u,v),R v(u, v, R)](z, 2)
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Légicas con operadores de punto fijo: Anidacién

i Pueden aparecer operadores de punto fijo anidados?

» Todavia no hemos dicho como hacer esto

Vamos a definir de manera precisa como anidar operadores.

» Vamos a definir la sintaxis de la légica de primer orden con
operador de menor punto fijo
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LPO con operador de menor punto fijo: Sintaxis

Dado: Vocabulario £

Definicidon

LPO con operador de menor punto fijo extiende a LPO con la siguiente regla:

» Sean>1, {Ri,...,Ry} un conjunto de simbolos de relacion no
mencionados en L, y i(Xi, R1,...,Rs) (1 <i < n) una férmula en LPO
sobre (LU{R1,...,Rn}) que es positiva en Ry, ..., R, y tal que el

numero de variables en X; es igual al numero de argumentos en R;.

Entonces para k € {1,...,n}:

[prik,Rk(SOl()_q: Rllgaaas Rn)7 ce 790”()_(177 ilgooos Rn))]()_/)

es una formula en LPO con operador de menor punto fijo, suponiendo
que X, e y tienen el mismo numero de variables.

[1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 98 / 124



LPO con operador de menor punto fijo: Semantica

Dado: Sistema de férmulas (p1(Xx1, R1,..., Rp), - -,
©n(Xn, R1,...,R,)), donde cada R; tiene aridad k;

» Suponemos que cumple las condiciones de la definicidn

Notacion
> (A1,...,A,) € (B1,...,Bpn) si A; C B para cada
ie{l,...,n}
> Para (X1,...,X,) C (AR, ... AR): (A, X1,...,X,) es una
(LUA{Ry,...,Ry})-estructura donde R; es interpretado como
X,' (1 S I S n)
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LPO con operador de menor punto fijo: Semantica

(p1(x1, R1,..., Rn), ..., 0n(Xn, R1,...,Ry)) define n operadores:

k kn k;
(’(plmcpn) AT o x 2T 5 AT

Para cada (Xi,...,X,) C (AR, ..., Akn);

T(i901,...,g0n)(X17°--7Xn) — {(al,..,jakl_) EAki
(Q[,Xl,...,Xn) ‘: gp,‘(al,...,akl.,Rl,...,Rn)}
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LPO con operador de menor punto fijo: Semantica

Notacion
_ 1
T(C,O]_,...,(,On)(X]J e 7Xn) - (T(sol,’gpn)(le © o 7Xn); ey
n
7—(901’.“,(‘0,7)()(]_7 o oo ’Xn))
T(41,...0n) €S un operador:
. Akl Akn Akl Akn
Tor, o) = 277 X X2 — 27 X .- X2
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LPO con operador de menor punto fijo: Semantica

Como en un sistema (1(Xx1, R1,..., Rn),. ,on(Xn, Ry, ..., Ry))
cada ; es positiva en Ry, ..., R,, cada T(’SO1 on) €8 monaotono.

Entonces: T(,, . ., €S mondtono

» Tiene un menor punto fijo: pr(T(¢1,...,¢n))

Definicion
2 ‘: ['fpiq,Ri(Spl()_(la Rl, Sy Rn), S0 790n(>_<n7 Rl, SO Rn))](é) Sl y
solo si a pertenece a la i-€sima componente de p(T(,, . ,.))

I1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 102 / 124



LPO con operador de menor punto fijo: Complejidad

i Qué tan cerca estd LPO con operador de menor punto fijo de
PTIME?

Teorema

1. Para cada vocabulario L y L-oracion ¢ en LPO con operador
de menor punto fijo se tiene que L, esta en PTIME

2. Existe un vocabulario L y una L-oracion ¢ en LPO con
operador de menor punto fijo tal que L, es PTIME-completo

Vamos a demostrar la segunda parte del teorema.

» Dejamos la primera parte como ejercicio
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Un problema completo para PTIME: Clausulas de Horn

Notacion
p es un literal positivo y —p es un literal negativo.

Notacion
Una clausula C es de Horn si C contiene a lo mas un literal positivo

Ejemplo

pV gV -r p
_'q\/ —r —q
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Clausulas de Horn: Conocimiento definitivo

Las clausulas de Horn corresponden al siguiente tipo de reglas que
expresan conocimiento definitivo:

> g

> —q

> (p1 A~ Apn)—q
> (p1 A Apn) — g
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La complejidad de HORN-SAT y 3-HORN-SAT

Sean:

HORN-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de cldusulas de Horn
y @ es satisfacible}
3-HORN-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de clausulas de Horn,
donde cada clausula tiene a lo mas 3 literales,

y @ es satisfacible}

Teorema
HORN-SAT y 3-HORN-SAT son PTIME-completos

I1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 106 / 124



LPO con operador de menor punto fijo y PTIME

Vamos a definir un vocabulario £ y una L-oracién ® en LPO con
operador de menor punto fijo tal que:

» 3-HORN-SAT puede ser reducido a Lo en espacio logaritmico

Sea L = {P1(-), P2(",-), P3(+, ), No(), Na(,-), N3(+, -, )}

Ademas, sean:

a(u,P) = Pi(u)V3Iv(Pa(u,v) AN P(v)) V
Fwy dws (P3(u, wi, wa) A P(wy) A P(wy))
QppOS(X) = [lfpu,PO‘(Ua P)](x)
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LPO con operador de menor punto fijo y PTIME

Entonces ® se define como:

—3x (N1(X) A @pos(X)) A
—3dxdy (Ma(x, y) A Sppos(X) A\ Sppos()/)) /\
—3dxdydz (N3(x, y,z) A Sppos(X) A\ Sppos()/) /\ @pos(z))

Vamos a mostrar como reducir 3-HORN-SAT a L en espacio
logaritmico
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LPO con operador de menor punto fijo y PTIME

Sea 6 una conjuncién de clausulas de Horn con a lo mds 3 literales
por clausula

» Suponga que 8 =601 A---ANby

» Suponga que pi, ..., Pp son las variables proposicionales
mencionadas en 6

Vamos a mostrar como construir una L-estructura 2y tal que:

0 € 3-HORN-SAT siysélosi Ry € Lo
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LPO con operador de menor punto fijo y PTIME

Dominio de 21y es A= {p1,...,pn}

Ple = [pecAl existeic{l,...,0}: 6;=p}

Pl = {(p,q) € A*| existe i€ {1,....0}: 6, =(pV—q)}

Pl = {(p,q,r) €A existeiec{1,....0}: ;= (pV gV -r)
Nt = {pecAl| existeic{l,....0}: 6; = (-p)}

Nie = {(p,q) € A?| existeic {1,...,0}: 6; = (-pV —q)}

N2 = {(p,q,r) € A®| existe i€ {1,....0}: ;= (—pV-qgV-r)}
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LPO con operador de menor punto fijo y PTIME

Tenemos que demostrar que 6 es satisfacible si y sélo si 2y = ©

» ;Como se demuestra esto?

Ademas, tenemos que demostrar que la reduccidon se puede calcular
en espacio logaritmico

» ;COmo se demuestra esto?

Concluimos que 3-HORN-SAT se puede reducir a L¢ en espacio
logaritmico

» Por lo tanto: Ley es PTIME-hard
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Formulas no positivas

i Qué sucede si ya no pedimos a las férmulas ser positivas?

» Definimos una nueva légica (sobre un vocabulario £)

Definicidon

LPO con operador parcial de punto fijo extiende a LPO con la siguiente regla:

» Sean>1, {Ri,...,R,} un conjunto de simbolos de relacion no
mencionados en L, y i(Xi, Ri,...,Rs) (1 < i < n) una férmula en LPO
sobre (LU{R1,...,Rn}) tal que el nimero de variables en x; es igual al

numero de argumentos en R;.

Entonces para k € {1,...,n}:

[pfp)-(k,Rk(gal(Fq, Rl, oo Rn), o oo gOn()?n, R1, S Rn))]()_/)

es una formula en LPO con operador parcial de punto fijo, suponiendo
que X, ey tienen el mismo numero de variables.
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LPO con operador parcial de punto fijo

Dado: Sistema de férmulas (p1(x1, Ri,..., Rp), - .-,
©n(Xn, R1,...,Ry)), donde cada R; tiene aridad k;

Al igual que para el caso de LPO con operador de menor punto fijo:

T("%Wn)(xl,...,xn) = {(a1,...,aK) € AN |
(Q[,Xl,...,Xn) ):gp,-(al,...,akl.,Rl,...,Rn)}

Notacion

T(gpl,...,gon)(Xla O 7Xn) — (Tl

(g01,...,g0n)(X17 st 7Xn), -
T(Izplr"ason)(X]" U 7Xn))
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LPO con operador parcial de punto fijo

En el sistema (o1(X1, R1,---sRn)y---s0n(Xn, R1,..., Ry)) ya no
pedimos a cada ; ser positiva

> T(s,....0n) PUEdE NO tener punto fijo

Sea To S (@, e ,@) y Tn—|—1 — T(gpl,...,gon)(Tn)

Definicion

pfp(T y= e Te= Thet
(©1,--5n) @ Tk # Tk—l—l para todo k Z 0
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LPO con operador parcial de punto fijo: Semdantica

Para definir la semantica de la LPO con operador parcial de punto
fljo sélo tenemos que reemplazar Ifp por pfp:

Definicion
ot ‘: [pfp)_q,R,- (901()?17 R17 SR RI‘I)7 U 790n()_<n7 R17 SRR Rn))](é) S Yy
solo si a pertenece a la i-€sima componente de pfp(T(,, . ,.))

Hay varias preguntas por responder:
> i Estd bien definido pfp? iEs Hp(T(,,..x.)) = PIP(T(4y.....0m)
si cada férmula ¢; es positiva?

» jEs esta nueva légica mas expresiva que la LPO con operador
de menor punto fijo?
» ;jPodemos expresar propiedades dificiles de verificar?
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LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

Sea £ ={E(-,-),L(-,)}y

P = {A e STrucT[L] | A = (A, E*, [*), el grafo (A, E®) es

no dirigido y 3-coloreable, y L* es un orden lineal en A}
i Cudl es la complejidad de P?

Proposicion
P es NP-completo
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LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

Proposicién
P es expresable en LPO con operador parcial de punto fijo

Demostracidon: Queremos encontrar una férmula ¢ en LPO con
operador parcial de punto fijo tal que:

AlE=¢ siysdlosi AeP

I1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 117 / 124



LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

Definimos ¢ como 1 A 1 A 3

11 indica que el grafo es no dirigido:

VxVy (E(x,y) = E(y,x))

1> indica que L es un orden lineal:

Vx (—L(x,x)) ANVXVy (x =y V L(x,y) V L(y,x)) A
VxVyVz (L(x,y) N L(y,z) — L(x, z)).
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LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

Para definir )3 usamos la siguiente férmula:

mc(u,v) = (B(u)AB(v))V (A(u) NA(v)) V (R(u) AN R(v))

Entonces 13 es definida como:

du [ppr,B (el(Xa 87 A7 R)7 (92()/7 Ba Aa R)7 93(27 87 A7 R))](U)

I1C3263 — Complejidad de la légica de primer orden y algunas de sus extensiones 119 / 124



LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

01(x, B, A, R) es definida como:
(vu (~B(u) A ~A(u) A ﬁR(u))) v
<ﬁ3u5|v (E(u,v) A me(u,v)) A B(X)) v
<3u3v (E(u,v) A me(u,v)) A

Aw (-R(w)AVu (L(u, w) = R(u))A(L(x, w)V(L(w, X)/\B(X)))))
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LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

0>(y, B, A, R) es definida como:
Ju (B(u) VvV A(u) V R(u)) A
[<ﬂ3u3v(E(u, v) A mc(u,v)) A A(y))\/

<3u3v (E(u,v) Amc(u,v)) A
dw (-R(w) AVu (L(u,w) — R(u)) A

(B(w) A w = y) v (L(w,y) A A(y)))))]
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LPO con operador parcial de punto fijo: Poder expresivo

03(z, B, A, R) es definida como:
Ju (B(u) VvV A(u) V R(u)) A
[<ﬂ5|u5|v(E(u, v) A mc(u,v)) A R(z))\/
(Huﬂv (E(u,v) Amc(u,v)) A
dw (=R(w) AVu (L(u,w) — R(u)) A

(Alw) A w =2) v (Lw.2) AR@)) ) |

[]
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LPO con operador parcial de punto fijo: Complejidad

Teorema

1. Para cada vocabulario L y L-oracion ¢ en LPO con operador
parcial de punto fijo se tiene que L, esta en PSPACE

2. Existe un vocabulario L y una L-oracion @ en LPO con
operador parcial de punto fijo tal que L, es PSPACE-completo

Ejercicio

Demuestre la primera parte del teorema
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Comentarios finales

Hemos visto varias logicas.

» La complejidad de los datos para estas légicas son distintas

i Pueden expresar clases de complejidad estas légicas?

» ;Es cierto que toda propiedad en PTIME puede ser expresada
en LPO con operador de menor punto fijo?

» jQué sucede con el caso de NP y 4LSO7? ;Y con PSPACE vy
LPO con operador parcial de punto fijo?

Llamamos a esto complejidad descriptiva.

» Este es el siguiente capitulo a estudiar ...
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