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Motivacidn: Soluciones exactas

Al estudiar la clase NP consideramos preguntas “existenciales”:

» ;Existe una asignacién de verdad que satisface a una férmula
proposicional?

» ;Existe una solucién entera para un sistema de ecuaciones
lineales enteras?

» ;Existe un camino Hamiltoniano en un grafo?

i Cambia la complejidad de estos problemas si hacemos preguntas
“exactas”?
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Motivacidn: Soluciones exactas

Al estudiar la clase NP consideramos preguntas “existenciales”:
» ;Existe una asignacién de verdad que satisface a una férmula
proposicional?
» ;Existe una solucién entera para un sistema de ecuaciones
lineales enteras?

» ;Existe un camino Hamiltoniano en un grafo?

i Cambia la complejidad de estos problemas si hacemos preguntas
“exactas”?

» ;Existe exactamente una asignacién de verdad que satisface a
una férmula proposicional?

» ;Cudl es la complejidad de este problema? jEsta en NP?
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Soluciones exactas: La clase DP

Para responder a las preguntas anteriores necesitamos definir una
nueva clase de complejidad.

Idea detras de esta clase: Nocién de solucidén exacta se reduce a
hacer dos consultas.

» ;Es cierto que existe una asignacién de verdad que satisface la
férmula proposicional ¢7?

» ;Es cierto que no existen al menos dos asignaciones de verdad
que satisfacen ¢?
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Soluciones exactas: La clase DP

Para responder a las preguntas anteriores necesitamos definir una
nueva clase de complejidad.

Idea detras de esta clase: Nocién de solucidén exacta se reduce a
hacer dos consultas.

» ;Es cierto que existe una asignacién de verdad que satisface la
férmula proposicional ¢7?

» ;Es cierto que no existen al menos dos asignaciones de verdad
que satisfacen ¢?

Definicién (Clase de complejidad DP)

L € DP si y solo si existen lenguajes Ly € NP y L, € co-NP tales
que L= L1 N Ly.
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unique-SAT vy la clase DP

Una definicién formal del primer problema que queremos estudiar:

unique-SAT = {¢ | ¢ es una férmula proposicional tal que

existe exactamente una asignacién de verdad que satisface ¢}

Ejercicio
Demuestre que unique-SAT € DP.
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Una definicién formal del primer problema que queremos estudiar:

unique-SAT = {¢ | ¢ es una férmula proposicional tal que

existe exactamente una asignacién de verdad que satisface ¢}

Ejercicio
Demuestre que unique-SAT € DP.

i Es unique-SAT completo para DP?

» Este es un problema abierto
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unique-SAT vy la clase DP

Una definicién formal del primer problema que queremos estudiar:

unique-SAT = {¢ | ¢ es una férmula proposicional tal que

existe exactamente una asignacién de verdad que satisface ¢}

Ejercicio
Demuestre que unique-SAT € DP.

i Es unique-SAT completo para DP?
» Este es un problema abierto

» ;Existen problemas completos para esta clase?
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Un primer problema completo para DP

Sea 3-CNF-SAT-UNSAT el siguiente lenguaje:

3-CNF-SAT-UNSAT = {(p,%) | ¢ y 9 son conjunciones

de 3-clausulas, ¢ es satisfacible y 1) no es satisfacible}
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Un primer problema completo para DP

Sea 3-CNF-SAT-UNSAT el siguiente lenguaje:

3-CNF-SAT-UNSAT = {(p,%) | ¢ y 9 son conjunciones

de 3-clausulas, ¢ es satisfacible y 1) no es satisfacible}

Teorema
3-CNF-SAT-UNSAT es DP-completo.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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Un problema natural que representan a DP

Notacion

clique-number(G) = max{k | G tiene un clique de tamafo k}

Usamos este nlimero para definir dos problemas en grafos:

CLIQUE = {(G,k) | clique-number(G) > k}
exact-CLIQUE = {(G, k) | clique-number(G) = k}
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Un problema natural que representan a DP

Notacion

clique-number(G) = max{k | G tiene un clique de tamafo k}

Usamos este nlimero para definir dos problemas en grafos:

CLIQUE = {(G,k) | clique-number(G) > k}
exact-CLIQUE = {(G, k) | clique-number(G) = k}

i Cual es la complejidad de CLIQUE?
» ;Son distintas las complejidades de CLIQUE y exact-CLIQUE?
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Un problema natural que representan a DP

Teorema
exact-CLIQUE es DP-completo.
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Un problema natural que representan a DP

Teorema
exact-CLIQUE es DP-completo.

Demostracién: Primero tenemos que demostrar que
exact-CLIQUE € DP

» ;Coémo se demuestra esto?

Después tenemos que demostrar que exact-CLIQUE es DP-hard.
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Un problema natural que representan a DP

Teorema
exact-CLIQUE es DP-completo.

Demostracién: Primero tenemos que demostrar que
exact-CLIQUE € DP

» ;Coémo se demuestra esto?

Después tenemos que demostrar que exact-CLIQUE es DP-hard.
» Vamos a reducir 3-CNF-SAT-UNSAT a exact-CLIQUE
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Vamos a utilizar una reduccién usual de 3-CNF-SAT a CLIQUE.
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Vamos a utilizar una reduccién usual de 3-CNF-SAT a CLIQUE.

> Recordemos esta reduccién a través del ejemplo:

B = (pVaVr)A(=pV—=qVs)A(pV—-qV -s)
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Vamos a utilizar una reduccién usual de 3-CNF-SAT a CLIQUE.

> Recordemos esta reduccién a través del ejemplo:

B = (pVaVr)A(=pV—=qVs)A(pV—-qV -s)

Grafo Gg:

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 8 /76



exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos que: 5 € 3-CNF-SAT si y sélo si (Gg, 3) € CLIQUE
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos que: 5 € 3-CNF-SAT si y sélo si (Gg, 3) € CLIQUE

En general: Si o = CG; A --- A G, donde cada C; es una clausula,
entonces:

¢ € 3-CNF-SAT siysélosi (G, n) e CLIQUE
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos que: 5 € 3-CNF-SAT si y sélo si (Gg, 3) € CLIQUE

En general: Si o = CG; A --- A G, donde cada C; es una clausula,
entonces:

¢ € 3-CNF-SAT siysélosi (G, n) e CLIQUE

Vamos a utilizar esta reduccién en nuestra demostracion.

» Pero antes: Necesitamos algunas operaciones sobre grafos
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Dados: Grafos G; = (N1, A1) y Go = (Na, Az)
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Dados: Grafos G; = (N1, A1) y Go = (Na, Az)

Notacion
G1 W Gy: Union disjunta de Gy y G
» Suponiendo que Ny N Ny = (): G1 W Gy = (N1 U N, Ay U Ap)
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Dados: Grafos G; = (N1, A1) y Go = (Na, Az)

Notacion
G1 W Gy: Union disjunta de Gy y G
» Suponiendo que Ny N Ny = (): G1 W Gy = (N1 U N, Ay U Ap)

Si N; N Ny # 0: Los nodos de G, pueden ser renombrados para
poder ejecutar la operacién W
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Notacién
G1 X G2 = (Nl X NQ,A), donde:

A = {((a1,a2), (b1, b2)) | (a1,b1) € A1 y (a2, b2) € A2, 6
ap = by y (a2, b2) € A2, 6
(a1, b1) € AL y ap = bo}
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Notacion
Gl X G2 = (Nl X NQ,A), donde:
A = {((a1,a2), (b1, b2)) | (a1,b1) € A1 y (a2, b2) € A2, 6
ap = by y (a2, b2) € A2, 6
(a1, b1) € AL y a» = by}

Ejercicio
Si Gy y Gp tienen cliques con ny y np elementos, respectivamente,
iqué puede decir sobre los cliques en Gy x G?
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos los ingredientes para reducir de 3-CNF-SAT-UNSAT a
exact-CLIQUE.

Dado (¢, %), vamos a construir (G, ), k(p,)) tal que:

(¢, 1)) € 3-CNF-SAT-UNSAT
si y sélo si
(G(p,p)s k(o)) € exact-CLIQUE
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos los ingredientes para reducir de 3-CNF-SAT-UNSAT a
exact-CLIQUE.

Dado (¢, %), vamos a construir (G, ), k(p,)) tal que:

(¢, 1)) € 3-CNF-SAT-UNSAT
si y sélo si
(G(p,p)s k(o)) € exact-CLIQUE

¥

Suponemos que @ y ¢ estan formadas por m y n clausulas,
respectivamente, donde m>2, n> 2y m # n.

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 12 / 76



exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Tenemos los ingredientes para reducir de 3-CNF-SAT-UNSAT a
exact-CLIQUE.

Dado (¢, %), vamos a construir (G, ), k(p,)) tal que:

(¢, 1)) € 3-CNF-SAT-UNSAT
si y sélo si
(G(p,p)s k(o)) € exact-CLIQUE

¥

Suponemos que @ y ¢ estan formadas por m y n clausulas,
respectivamente, donde m>2, n> 2y m # n.

» ;Por qué podemos suponer que m>2, n>2y m% n?
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Sea:

) = (Gf%,H'JKm,l)X(G@H'Janl)
= m-(n—1)
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion
Sea:
= (Go W Km—1) x (Gy & Ky_1)

Ky = m-(n—1)

Tenemos que:

‘ ¥ ‘ Y ‘ Tamafio del mayor clique en G, ) ‘
CNF-SAT | CNF-SAT m-n
CNF-SAT | CNF-SAT m-(n—1)
CNF-SAT | CNF-SAT (m—1)-n
CNF-SAT | CNF-SAT (m—1)-(n—1)
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Dadoque m# n:m-(n—1)# (m—1)-n
Por lo tanto, dado que (m—1)-(n—1) <m-(n—1) < m-n,
concluimos que:

(p, 1) € 3-CNF-SAT-UNSAT
si y sélo si
(G(SO,IZJ)’ k(%w)) € exact-CLIQUE
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exact-CLIQUE es DP-hard: Demostracion

Dadoque m# n:m-(n—1)# (m—1)-n

Por lo tanto, dado que (m—1)-(n—1) <m-(n—1) < m-n,
concluimos que:

(p, 1) € 3-CNF-SAT-UNSAT
si y sélo si
(G(SO,IZJ)’ k(%w)) € exact-CLIQUE

Para concluir la demostracién sélo nos falta demostrar que la
reduccién puede ser implementada en espacio logaritmico.

» ;Coémo se demuestra esto?
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La relacién entre NP y DP

Es facil ver que NP C DP y co-NP C DP.

» ;Coémo se demuestra esto?

. Cudl es la relacién entre NP y DP?
» ;Es NP = DP?

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 15 / 76



La relacién entre NP y DP

Es facil ver que NP C DP y co-NP C DP.

» ;Coémo se demuestra esto?

i Cual es la relacién entre NP y DP?
» ;Es NP = DP?
» Este es un problema abierto, y hay una buena explicacién de
por qué
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NP = DP si y sélo si NP = co-NP.
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La relacién entre NP y DP

Teorema
NP = DP si y sélo si NP = co-NP.

Demostracion: (<) Suponga que NP = co-NP.

SiLeDP:L=1LiNLy con Ly € NPy Ly, e co-NP.
» Por hipétesis: L, € NP

Por lo tanto: L =Ly N Ly, con Li,Ly € NP.

Pero NP es cerrado bajo interseccion.

» Concluimos que L € NP
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La relacién entre NP y DP

(=) Suponga que NP = DP.
Como co-NP C DP: co-NP C NP

Por lo que también tenemos que NP C co-NP:
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L e NP
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La relacién entre NP y DP

(=) Suponga que NP = DP.
Como co-NP C DP: co-NP C NP

Por lo que también tenemos que NP C co-NP:

LeNP = LecoNP
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La relacién entre NP y DP

(=) Suponga que NP = DP.
Como co-NP C DP: co-NP C NP

Por lo que también tenemos que NP C co-NP:

LeNP = L e€co-NP
= LeNP (ya que co-NP C NP)

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 17 / 76



La relacién entre NP y DP

(=) Suponga que NP = DP.
Como co-NP C DP: co-NP C NP

Por lo que también tenemos que NP C co-NP:

LeNP = LecoNP
= LeNP (ya que co-NP C NP)
= L€ co-NP
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Motivacién: Problemas de optimizacién

Un tour 7 en un grafo G es una secuencia de arcos (ay, a2), ...,
(ak—1,ak), (ak,a1) en G tal que:

> a; # aj para cada | # J,

» {a1,...,ak} es el conjunto de nodos de G.

Notacion

» Una funcién de costo para un grafo G = (N, A) es una
funcion costo: A — N.

» Costo de un tour ™ en G:

k—1
costo(m) = (Zcosto((a;,a;+1))> + costo((ax, a1))
i=1
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Motivacién: Problemas de optimizacién

El problema del agente viajero se define como:

TSP = {(G, costo, k) | existe un tour ™ en G
tal que costo(7) < k}

i Cual es la complejidad de TSP?

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 19 / 76



Motivacién: Problemas de optimizacién

El problema del agente viajero se define como:

TSP = {(G,costo, k) | existe un tour m en G
tal que costo(7) < k}

i Cual es la complejidad de TSP?

Teorema
TSP es NP-completo.
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Motivacién: Problemas de optimizacién

TSP es un problema de decisién.
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Motivacién: Problemas de optimizacién

TSP es un problema de decisién.

» Existe una versién de optimizacién de TSP: Encuentre el
menor k tal que (G, costo, k) € TSP
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» El problema de optimizacién es al menos tan dificil como el
problema de decision
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Motivacién: Problemas de optimizacién

TSP es un problema de decisién.

» Existe una versién de optimizacién de TSP: Encuentre el
menor k tal que (G, costo, k) € TSP

» El problema de optimizacién es al menos tan dificil como el
problema de decision

> Si se puede resolver TSP en tiempo polinomial, jse puede
resolver la versién de optimizacién en tiempo polinomial?
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Motivacién: Problemas de optimizacién

TSP es un problema de decisién.

» Existe una versién de optimizacién de TSP: Encuentre el
menor k tal que (G, costo, k) € TSP

» El problema de optimizacién es al menos tan dificil como el
problema de decision
> Si se puede resolver TSP en tiempo polinomial, jse puede
resolver la versién de optimizacién en tiempo polinomial?
» TSP tiene que ser utilizado un nimero polinomial de veces
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Motivacién: Problemas de optimizacién

Un tour es dptimo si no existe otro tour con costo menor.

» Puede haber mds de un tour éptimo
Otra versién de TSP:

unique-TSP = {(G, costo) | existe un tnico

tour Sptimo para G}

Este es un problema de decisién: Parece ser mds dificil que TSP.
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Motivacién: Problemas de optimizacién

Un tour es dptimo si no existe otro tour con costo menor.

» Puede haber mds de un tour éptimo
Otra versién de TSP:

unique-TSP = {(G, costo) | existe un tnico

tour 6ptimo para G}

Este es un problema de decisién: Parece ser mds dificil que TSP.

> Si se puede resolver TSP en tiempo polinomial, jse puede
resolver unique-TSP en tiempo polinomial?

» Nuevamente TSP tiene que ser utilizado un ndmero polinomial
de veces
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comlin los problemas anteriores?
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comlin los problemas anteriores?

> Se puede resolver estos problemas utilizando problemas en NP
un ndmero polinomial de veces
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comlin los problemas anteriores?

> Se puede resolver estos problemas utilizando problemas en NP
un ndmero polinomial de veces

» Para el caso de DP: Dos veces
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> Se puede resolver estos problemas utilizando problemas en NP
un ndmero polinomial de veces
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en tiempo polinomial
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comlin los problemas anteriores?

> Se puede resolver estos problemas utilizando problemas en NP
un ndmero polinomial de veces

» Para el caso de DP: Dos veces

» Si encontramos un algoritmo polinomial para un problema
NP-completo, entonces estos problemas pueden ser resueltos
en tiempo polinomial

» Un problema NP-completo puede ser visto como un ordculo

para estos problemas

Vamos a introducir la nocion de MT con oraculo.
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La nocidon de oraculo

i Qué tienen en comlin los problemas anteriores?

> Se puede resolver estos problemas utilizando problemas en NP
un ndmero polinomial de veces

» Para el caso de DP: Dos veces

» Si encontramos un algoritmo polinomial para un problema
NP-completo, entonces estos problemas pueden ser resueltos
en tiempo polinomial

» Un problema NP-completo puede ser visto como un ordculo
para estos problemas

Vamos a introducir la nocion de MT con oraculo.

» Vamos a mostrar que sirve para caracterizar a los problemas
anteriores, y a muchos otros problemas ...
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MT con oraculo

Definicién
MT determinista con una cinta de trabajo y ordculo para A C ¥*:
MA = (Q,%,T,qo, 6, F)

» @ es un conjunto finito de estados tal que g7, qyes, gno € Q
Y es un alfabeto finito tal que -,B & ¥
[ es un alfabeto finito tal que X U {+,B} C T

> qo € Q es el estado inicial

v

v

» F C Q es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:
§ 1 @xIxTI? = Qx {0} xMPx {0}

La tercera cinta es la cinta de consulta
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MT con oraculo: Funcionamiento

La definicién anterior puede extenderse fiacilmente al caso de no
determinismo y/o k cintas de trabajo.
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MT con oraculo: Funcionamiento

La definicién anterior puede extenderse fiacilmente al caso de no
determinismo y/o k cintas de trabajo.

Una MT M con ordculo para A funciona como una MT tradicional
excepto cuando entra al esto go:
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MT con oraculo: Funcionamiento
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MT con oraculo: Funcionamiento

La definicién anterior puede extenderse fiacilmente al caso de no
determinismo y/o k cintas de trabajo.

Una MT M con ordculo para A funciona como una MT tradicional
excepto cuando entra al esto go:

» Cinta de consulta: - wBB -+, para w € ¥*

La cabeza lectora de la cinta de consulta esta en la posicién 1

» M invoca al ordculo para A, y su siguiente estado es gyes o
gno dependiendo de su respuesta

» w € Asiy sélo si el estado es gygs
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MT con oraculo: Tiempo de ejecucién

El tiempo de ejecucién de una MT con oraculo se define como
para el caso de las MTs tradicionales.

» Una invocacién al ordculo se considera como un paso

Para los ejemplos iniciales:
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El tiempo de ejecucién de una MT con oraculo se define como
para el caso de las MTs tradicionales.

» Una invocacién al ordculo se considera como un paso

Para los ejemplos iniciales:

3-CNF-SAT-UNSAT : aceptado por MAT que funciona en
tiempo O(n)
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MT con oraculo: Tiempo de ejecucién

El tiempo de ejecucién de una MT con oraculo se define como
para el caso de las MTs tradicionales.

» Una invocacién al ordculo se considera como un paso

Para los ejemplos iniciales:

3-CNF-SAT-UNSAT : aceptado por MAT que funciona en
tiempo O(n)

exact-CLIQUE :aceptado por MCHQUE que funciona
en tiempo O(n)

unique-TSP . aceptado por MTSP que funciona en
tiempo O(n)
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo

Una primera clase definida en términos de MTs con oraculos:
Definicién

PTIME”: Lenguajes L para los cuales existe una MT determinista
MA tal que L = L(MA) y MA funciona en tiempo O(n¥).
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Definicién
PTIME”: Lenguajes L para los cuales existe una MT determinista

MA tal que L = L(MA) y MA funciona en tiempo O(n¥).
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Tenemos que:
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NP-completo
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo

Una primera clase definida en términos de MTs con oraculos:
Definicién

PTIME”: Lenguajes L para los cuales existe una MT determinista
MA tal que L = L(MA) y MA funciona en tiempo O(n¥).

Tenemos que:

» 3-CNF-SAT-UNSAT, exact-CLIQUE y unique-TSP estan en
PTIMESAT

» También estén contenidos en PTIME?, para A problema
NP-completo

» NP, co-NP y DP estdn contenidas en PTIMESAT
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo
Una definicién mas general:
Definicién

PTIMENP = U PTIMEA
AeNP
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo
Una definicién mas general:
Definicién

PTIMENP = U PTIMEA
AeNP

En realidad esta definicién no es mds general:

Proposicion
PTIMENP = PTIMESAT
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Clases de complejidad y la nocién de oraculo
Una definicién mas general:
Definicién
PTIMEN® = | ] PTIME?
AENP
En realidad esta definicién no es mds general:
Proposicion

PTIMENP = PTIMESAT

Ejercicio
Demuestre la proposicién.
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iDénde estamos?

; Cudl es la relacién de la clase PTIMENP

habiamos definido antes?

con las clases que
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NP
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iDénde estamos?

; Cudl es la relacién de la clase PTIMENP

habiamos definido antes?

con las clases que

NP

PTIME DP PTIMENP PSPACE

co-NP

i Por qué se tiene que PTIMENP C PSPACE?
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iDénde estamos?

; Cudl es la relacién de la clase PTIMENP

habiamos definido antes?

con las clases que

NP

PTIME DP PTIMENP PSPACE

co-NP

i Por qué se tiene que PTIMENP C PSPACE?

i Basta con esta clase?
» No, hay otros problemas naturales entre PTIMENP y PSPACE
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Un problema en inteligencia artificial: Revisién de
conocimiento

Un problema fundamental: Actualizacién de conocimiento.

» Dada una base de conocimiento ¥ y una nueva premisa ¢,
queremos actualizar el conocimiento en ¥ de acuerdo con ¢
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» Dada una base de conocimiento ¥ y una nueva premisa ¢,
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» No queremos perder informacién que no es necesario eliminar
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Un problema en inteligencia artificial: Revisién de
conocimiento

Un problema fundamental: Actualizacién de conocimiento.

» Dada una base de conocimiento ¥ y una nueva premisa ¢,
queremos actualizar el conocimiento en ¥ de acuerdo con ¢

» Queremos actualizar lo que sea necesario

» No queremos perder informacién que no es necesario eliminar
Supuestos:

» > es un conjunto de férmulas proposicionales

» © es una férmula proposicional
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Revision de conocimiento

Dado X y ¢: queremos generar una férmula que refleje la
actualizacién de ¥ dado .

Notacion
>op
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Revision de conocimiento

Dado X y ¢: queremos generar una férmula que refleje la
actualizacién de ¥ dado .

Notacion
>op

i Como podemos hacer esto?

» ;i Qué deberia ser {p,p — q} 0 —q?
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Una posible solucién: Belief Revision

«O>» «F»r < > < 3 Q>



Revision de conocimiento

Una posible solucién: Belief Revision

Notacién
» modelos(X): Conjunto de las valuaciones o que satisfacen ¥

» A(o1,02): Conjunto de las variables proposicionales p tales
que o1(p) # o2(p)

» Consideramos valuaciones con el mismo dominio
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Revisién de conocimiento
Una posible solucién: Belief Revision

Notacién
» modelos(X): Conjunto de las valuaciones o que satisfacen ¥

» A(o1,02): Conjunto de las variables proposicionales p tales
que o1(p) # o2(p)

» Consideramos valuaciones con el mismo dominio

Ejemplo
Sioi(p) =1, 01(q) =1, o2(p) = 1y 02(q) = 0, entonces
A(o1,02) = {q}

» A(o1,02) mide la distancia entre o1 y 07
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Revision de conocimiento

Para actualizar & dado ¢: Actualizamos los modelos de 3> con
respecto a .

Dado o tal que o(X) = 1, queremos seleccionar los modelos o de
( que estdn a distancia minima de o.
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Revision de conocimiento

Para actualizar X dado : Actualizamos los modelos de > con
respecto a .

Dado o tal que o(X) = 1, queremos seleccionar los modelos o de
© que estdn a distancia minima de o.

Notacion

minimo(o, ) = {01 | 01(p) =1 y no existe o, tal que
o2(p) =1y A(o,02) & A(o,01)}
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Revision de conocimiento

Definimos los modelos de > o ¢ como los modelos de ¢ que estdn
mads cerca de los modelos de 3_:

modelos(¥ o ) = U minimo(c, )
o:o(X)=1

y definimos ¥ o o como una férmula 1 arbitraria tal que
modelos(1)) = modelos(X o ).
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Revision de conocimiento

Definimos los modelos de > o ¢ como los modelos de ¢ que estdn
mads cerca de los modelos de 3_:

modelos(¥X o ) = U minimo(ao, @)
o o(X)=1

y definimos X o ¢ como una férmula v arbitraria tal que
modelos(1)) = modelos(X o ).

» ;Siempre existe esta férmula? jEs tnica?
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Revision de conocimiento

Ejemplo
Y={p,p—=qtyp=—q
modelos(¥) = {o}, olp)=0(q) =1
modelos(p) = {o1,02}, o1(p) =1, 01(q)
o2(p) =0, 02(q)

Modelos minimos:

Afo,01) = {q}
A(o,02) = {p,q}
minimo(o, ) = {o1}
modelos(X o ) = {o1}

Resultado: {p,p > q}o—q = pA-q
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34/ 76



Revision de conocimiento: Complejidad

Un problema fundamental en el drea: Calcular respuestas certeras.

> 1) es una respuesta certera en X o ¢ si para cada
o € modelos(X o ), se tiene que o satisface 1)

Ejemplo

p es una respuesta certera en {p,p — g} o —g.
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Revision de conocimiento: Complejidad

Un problema fundamental en el drea: Calcular respuestas certeras.

> 1) es una respuesta certera en X o ¢ si para cada
o € modelos(X o ), se tiene que o satisface 1)

Ejemplo

p es una respuesta certera en {p,p — g} o —g.
Problema que queremos estudiar:

CERTAIN-ANSWERS = {(%, ¢, %) | 1 es una

respuesta certera en X o p}
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Revision de conocimiento: Complejidad

i Cual es la complejidad de CERTAIN-ANSWERS?
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Revision de conocimiento: Complejidad

i Cual es la complejidad de CERTAIN-ANSWERS?

» ;Estd en NP? ;En co-NP?
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Revision de conocimiento: Complejidad

i Cual es la complejidad de CERTAIN-ANSWERS?
» ;Estd en NP? ;En co-NP?

» ;Estd en PTIMENP?
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Revision de conocimiento: Complejidad

i Cual es la complejidad de CERTAIN-ANSWERS?
» ;Estd en NP? ;En co-NP?
» ;Estd en PTIMENP?
> ; Al menos esta en PSPACE?
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Revision de conocimiento: Complejidad

i Cual es la complejidad de CERTAIN-ANSWERS?
» ;Estd en NP? ;En co-NP?
» ;Estd en PTIMENP?
> ; Al menos esta en PSPACE?

Nuevamente la nocién de ordculo nos puede ayudar a entender la
complejidad de un problema.
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Una segunda clase definida en términos de oraculos

Definicién
» NP*: Lenguajes L para los cuales existe una MT no

determinista MA tal que L = L(M*") y M* funciona en
tiempo O(n¥)

» NPNP. U NPA

AeNP
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Una segunda clase definida en términos de oraculos

Definicién
» NP*: Lenguajes L para los cuales existe una MT no

determinista MA tal que L = L(M*") y M* funciona en
tiempo O(n¥)
» NPYP: ) nPA

AeNP

Podemos describir mejor la complejidad de CERTAIN-ANSWERS.
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Una segunda clase definida en términos de oraculos

Definicién
» NP*: Lenguajes L para los cuales existe una MT no
determinista MA tal que L = L(M*") y M* funciona en
tiempo O(n¥)
» NPYP: ) nPA

AeNP

Podemos describir mejor la complejidad de CERTAIN-ANSWERS.

Ejercicio
Demuestre que CERTAIN-ANSWERS & co-NPNP.
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.Y ahora dénde estamos?

;i Cudl es la relacién de la clase NPNP

definido antes?

con las clases que habiamos
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.Y ahora dénde estamos?
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NP NPNP
PTIME PTIMENP PSPACE

co-NP co-NPNP
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.Y ahora dénde estamos?

i Cudl es la relacién de la clase NPNP con las clases que habiamos
definido antes?
NP NPNP

PTIME PTIMENP PSPACE
co-NP co-NPNP

i Por qué se tiene que NPNP C PSPACE?
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.Y ahora dénde estamos?

;i Cudl es la relacién de la clase NPNP

definido antes?

con las clases que habiamos

NP NPNP
PTIME PTIMENP PSPACE
co-NP co-NPNP

i Por qué se tiene que NPNP C PSPACE?

Esta construccidn se puede generalizar.

» Vamos a definir la jerarquia polinomial
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La jerarquia polinomial

Podemos generalizar las definiciones anteriores considerando una
clase de complejidad C.
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La jerarquia polinomial

Podemos generalizar las definiciones anteriores considerando una
clase de complejidad C.

Definicién
» PTIMEC: U PTIMEA
AeC

» NFC: UNPA

AeC
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La jerarquia polinomial

Usamos la generalizacién anterior para definir la jerarquia
polinomial.
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La jerarquia polinomial

Usamos la generalizacién anterior para definir la jerarquia
polinomial.

Definicién (Jerarquia Polinomial)
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La jerarquia polinomial

Usamos la generalizacién anterior para definir la jerarquia
polinomial.

Definicién (Jerarquia Polinomial)
¥ = PTIME
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La jerarquia polinomial
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La jerarquia polinomial

Usamos la generalizacién anterior para definir la jerarquia
polinomial.

Definicién (Jerarquia Polinomial)

¥ = PTIME

P, = NP% n>0
AP = PTIMEY n>0
I'I,',D+1 = co—Z,’,D_H n>0
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La jerarquia polinomial

i Cémo se ve la jerarquia polinomial en una figura?
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La jerarquia polinomial

i Cémo se ve la jerarquia polinomial en una figura?

¥P = NP ¥P = NPWP ¥P = NP

e

N3
P =APZ=PTIME AP =PTIMEN AP =pTIMEN" AP = pTIMEN"

S

NP =co-NP NP = co-NPNP ng = co-NPNP™
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La jerarquia polinomial y PSPACE

Definicidon

PH = | Jx=¢
k>0
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La jerarquia polinomial y PSPACE

Definicién
PH = | Jx=¢

k>0

i Cual es la relacién entre PH y PSPACE?
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La jerarquia polinomial y PSPACE

Definicidon

PH = | Jx=¢
k>0

i Cual es la relacién entre PH y PSPACE?
» PH C PSPACE

11C3242 - La Jerarquia Polinomial
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La jerarquia polinomial y PSPACE

i Puede ser cierto que PSPACE C PH?
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La jerarquia polinomial y PSPACE

i Puede ser cierto que PSPACE C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos
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i Puede ser cierto que PSPACE C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos

i Puede tener problemas completos PH?
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La jerarquia polinomial y PSPACE

i Puede ser cierto que PSPACE C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos

i Puede tener problemas completos PH?

» Cada clase Zf es cerrada bajo §}ﬁg
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La jerarquia polinomial y PSPACE

i Puede ser cierto que PSPACE C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos

i Puede tener problemas completos PH?

» Cada clase Zf es cerrada bajo §}ﬁg

» Si PH tiene un problema completo, entonces la jerarquia
polinomial colapsa a algtin nivel finito
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La jerarquia polinomial y PSPACE

i Puede ser cierto que PSPACE C PH?

» Esto implicaria que PH tiene problemas completos

i Puede tener problemas completos PH?
» Cada clase Zf es cerrada bajo §}ﬁg

» Si PH tiene un problema completo, entonces la jerarquia
polinomial colapsa a algtin nivel finito

Proposicién

Si la jerarquia polinomial no colapsa a algiin nivel finito, entonces
PH C PSPACE.
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La jerarquia polinomial: Un poco mas de intuicién

Ejercicio
Una expresion entera se define recursivamente como:
» Cada a € N es una expresién entera.

» Si E y F son expresiones enteras, entonces (E + F)y (EUF)
son expresiones enteras.

El conjunto de niimeros naturales representado por una expresion
entera se define recursivamente como:

> L(a) = {2}
» L(E4+F)={a+blacL(E)ybe L(F)}
» L(EUF) = L(E)UL(F)

i Cudl es la complejidad del problema de verificar si L(E) = L(F)?
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Notacion
nk = PTIME

Proposicion

Para k > 1: Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ esta en Z,’f si 'y sélo
si existe A € I'If_1 y un polinomio p(n) tal que para todow € ¥* :

w € L siysdlo si
existe z € ¥* tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Notacion
nk = PTIME

Proposicion

Para k > 1: Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ esta en Z,’f si 'y sélo
si existe A € I'If_1 y un polinomio p(n) tal que para todow € ¥* :

w € L siysdlo si

existe z € ¥* tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.

Demostracion: Por induccién en k
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Para k = 1: Tenemos que demostrar que L € NP si y sélo si existe
un lenguaje A € PTIME y un polinomio p(n) tal que:

w € L siysdlosi existe z tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Para k = 1: Tenemos que demostrar que L € NP si y sélo si existe
un lenguaje A € PTIME y un polinomio p(n) tal que:

w € L siysdlosi existe z tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.

i Como se demuestra esto?
> La direccién < es simple

» ;Cémo se demuestra la otra direccion? jQué lenguaje A hay
que usar?
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad
Suponga que la propiedad es cierta para k. Vamos a demostrar que
también se cumple para k + 1.

(<) Suponga que existe un lenguaje A € M% y un polinomio p(n)
tal que:

w € L siysdlosi existe z tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad
Suponga que la propiedad es cierta para k. Vamos a demostrar que

también se cumple para k + 1.

(<) Suponga que existe un lenguaje A € M% y un polinomio p(n)
tal que:

w € L siysdlosi existe z tal que |z| < p(|w|) y (w, z) € A.

Entonces se tiene que L € NP
» Por lo tanto: L € ¥},
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(=) Suponga que L € X} ;.

Se tiene que L = L(M*), donde
» Aexf

» M# es una MT no determinista que funciona en tiempo
polinomial y tiene un ordculo para A

Dado que A € Zf, tenemos por hipdtesis de induccién que existe
C € MY _; y un polinomio p(n) tal que:

w €A siysélosi existe z tal que |z| < p(jw]) y (w,z) € C.
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Sea I el alfabeto de la cinta de M4 y suponga que # & T

Definimos el lenguaje D como el conjunto de los pares (w, z) tales
que w E Z*r zZ = 040#50# o #am—l#ﬂm—l#amy y:
(a) ag es la configuracién inicial de M con entrada w

(b) am, es una configuracién de aceptacién de MA

(c) para i€ [0,m—1]: Si el estado de «j no es g7, entonces a1
es una configuracién sucesora de aj en MAy B; = ¢

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 49 / 76



La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(d) para i€ [0,m—1]: Siel estadode cjes gy u € X* es la
palabra en la cinta de consulta en «;, entonces «j41 sélo
difiere de «; en el estado y:

(d.1) el estado de ajy1 es gno, U €Ay Bi=¢€; 6
(d.2) el estado de a1 es gves, |8i| < p(Ju]) y (u,Bi) € C
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(d) para i€ [0,m—1]: Siel estadode cjes gy u € X* es la
palabra en la cinta de consulta en «;, entonces «j41 sélo
difiere de «; en el estado y:

(d.1) el estado de ajy1 es gno, U €Ay Bi=¢€; 6
(d.2) el estado de a1 es gves, |8i| < p(Ju]) y (u,Bi) € C

Lema

Existe un polinomio q(n) tal que para cada w € L*:

w € L siysdlo si

existe z € X" tal que |z| < q(|w]|) y (w,z) € D.
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Vamos a demostrar que D € I'If.

Sea M€ una MT con oréculo para C que con entrada (w, 2)
funciona de la siguiente manera:

(1) Verifica en tiempo polinomial si (w, z) no cumple (a), (b)
6 (c), y si es asi M€ acepta (w, z)

(2) Si no se cumple (1), entonces M¢ hace lo siguiente para cada
configuraciéon «; con estado g7:

(2.1) Si el estado de ;41 no es ni gno Ni gves, Si @; y a1 difieren
en algln simbolo que no corresponde al estado, o si el estado
de a;11 es gno ¥ Bi # €, entonces M€ acepta (w, z)
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(2.2) Sino se cumple (2.1), el estado de aj+1 es gnoy U € Z* es la
palabra en la cinta de consulta en «;, entonces M€ adivina v
tal que |v| < p(Jul), y después invoca al ordculo C con entrada
(u, v). Si el oraculo responde si, entonces M€ acepta (w, z)

(2.3) Sino se cumplen (2.1) y (2.2), el estado de @11 €s gves,
u € X* es la palabra en la cinta de consulta en a; y
|8il > p(|ul), entonces M€ acepta (w, z)

(2.4) Sino se cumplen (2.1), (2.2) y (2.3), el estado de @11 es gves
y u € X* es la palabra en la cinta de consulta en «;, entonces
M€ invoca al oriculo C con entrada (u, 3;). Si el oraculo
responde no, entonces M€ acepta (w, z)
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(2.2) Sino se cumple (2.1), el estado de aj+1 es gnoy U € Z* es la
palabra en la cinta de consulta en «;, entonces M€ adivina v
tal que |v| < p(Jul), y después invoca al ordculo C con entrada
(u, v). Si el oraculo responde si, entonces M€ acepta (w, z)

(2.3) Sino se cumplen (2.1) y (2.2), el estado de @11 €s gves,
u € X* es la palabra en la cinta de consulta en a; y
|8il > p(|ul), entonces M€ acepta (w, z)

(2.4) Sino se cumplen (2.1), (2.2) y (2.3), el estado de @11 es gves
y u € X* es la palabra en la cinta de consulta en «;, entonces
M€ invoca al oriculo C con entrada (u, 3;). Si el oraculo
responde no, entonces M€ acepta (w, z)

No es dificil demostrar que D = L(M©).
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

(2.2) Sino se cumple (2.1), el estado de aj+1 es gnoy U € Z* es la
palabra en la cinta de consulta en «;, entonces M€ adivina v
tal que |v| < p(Jul), y después invoca al ordculo C con entrada
(u, v). Si el oraculo responde si, entonces M€ acepta (w, z)

(2.3) Sino se cumplen (2.1) y (2.2), el estado de @11 €s gves,
u € X* es la palabra en la cinta de consulta en a; y
|8il > p(|ul), entonces M€ acepta (w, z)

(2.4) Sino se cumplen (2.1), (2.2) y (2.3), el estado de @11 es gves
y u € X* es la palabra en la cinta de consulta en «;, entonces
M€ invoca al oriculo C con entrada (u, 3;). Si el oraculo
responde no, entonces M€ acepta (w, z)

No es dificil demostrar que D = L(M©).

» ;Como se demuestra esto?
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Concluimos que D € MM}

» Ya que M€ es una MT no determinista que funciona en
tiempo polinomial y tiene un ordculo para C € I'If_1
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Concluimos que D € MM}

» Ya que M€ es una MT no determinista que funciona en
tiempo polinomial y tiene un ordculo para C € I'If_1

Para terminar sélo nos queda considerar el alfabeto de D.
» La entrada de D es de la forma (w, z), donde z € (I U {#})*
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La jerarquia polinomial: Una primera propiedad

Concluimos que D € MM}

» Ya que M€ es una MT no determinista que funciona en
tiempo polinomial y tiene un ordculo para C € I'If_1

Para terminar sélo nos queda considerar el alfabeto de D.
» La entrada de D es de la forma (w, z), donde z € (I U {#})*

Pero: El uso del alfabeto ' U {#} no es es esencial para la
definicién de D.

» Podemos suponer que z € ¥*. jPor qué?
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La jerarquia polinomial: Caracterizando Zf

Teorema

Para k > 1: Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ estd en Zf si y sélo

si existe A € PTIME y un polinomio p(n) tal que para todo
weX:

w € L siysdlo si
(321 € I [z1| < p(Iw])) (V22 € 7, |22 < p(|w])) -
(Quzk € 7, |zx| < p(Iw])) (w, 21, 22

donde Q = d si k es impar y Qx =V si k es par.
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La jerarquia polinomial: Caracterizando Zf

Teorema

Para k > 1: Un lenguaje L sobre un alfabeto ¥ estd en Zf si y sélo
si existe A € PTIME y un polinomio p(n) tal que para todo
we X*:
w € L siysdlo si
(321 € I [z1| < p(Iw])) (V22 € 7, |22 < p(|w])) -
(Quzk € 7, |zx| < p(Iwl)) (w, 21,22, , 2k) € A,

donde Q = d si k es impar y Qx =V si k es par.

Ejercicio

Demuestre el teorema.
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La jerarquia polinomial: Caracterizando Zf

La caracterizacién anterior nos va a servir para encontrar
problemas completos para cada clase Zf.

» Cada uno de estos problemas es una extensién de SAT
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La jerarquia polinomial: Caracterizando Zf

La caracterizacién anterior nos va a servir para encontrar
problemas completos para cada clase Zf.

» Cada uno de estos problemas es una extensién de SAT

Pero antes vamos a demostrar un resultado fundamental sobre la
jerarquia polinomial.

» Vamos a razonar sobre un posible colapso de la jerarquia
polinomial

» En la demostracién, suponemos la existencia de problemas
completos para cada clase Zf
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El colapso de la jerarquia polinomial

Teorema
Para k > 1:

(a) Si=F =nNPF, entonces PH=%F
(b) Sixf = AF, entonces PH= Af
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El colapso de la jerarquia polinomial

Teorema
Para k > 1:

(a) Si=F =nNPF, entonces PH=%F
(b) Sixf = AF, entonces PH= Af

Demostracion: Usamos el siguiente lema:

Lema
Para k >1: NP7k = 5P
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El colapso de la jerarquia polinomial

Demostracion del lema:
(D) Si L € XF, entonces L € NPA, para Ac ¥F .

Pero ¥¥ , C AP CEPNMY.

» Concluimos que L € NPZtNg
(C) Suponga que L € NPZ:MY,

Se tiene que L = NP#, para A € Zf N I'If.
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El colapso de la jerarquia polinomial

Como Ac X NP A= L(ME)y A= L(ME), donde:
» B es un problema completo para Zk_l

» ME y ME son MTs no deterministas que funcionan en tiempo
polinomial y tienen oradculo para B
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El colapso de la jerarquia polinomial

Como Ac X NP A= L(ME)y A= L(ME), donde:
» B es un problema completo para Zk_l

» ME y ME son MTs no deterministas que funcionan en tiempo
polinomial y tienen oradculo para B

Por lo tanto: L € NPB
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El colapso de la jerarquia polinomial

Como Ae L NN A= L(MB)y A= L(ME), donde:
» B es un problema completo para Zf_l

» ME y ME son MTs no deterministas que funcionan en tiempo
polinomial y tienen oradculo para B

Por lo tanto: L € NPB

» ldea: Reemplazamos cada llamada en M al ordculo A por
una llamada simultanea a las rutinas MZ y M2
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El colapso de la jerarquia polinomial

Como Ae L NN A= L(MB)y A= L(ME), donde:
» B es un problema completo para Zf_l

» ME y ME son MTs no deterministas que funcionan en tiempo
polinomial y tienen oradculo para B

Por lo tanto: L € NPB

» ldea: Reemplazamos cada llamada en M al ordculo A por
una llamada simultanea a las rutinas MZ y M2

Concluimos que L € £¥. O
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El colapso de la jerarquia polinomial

Ahora volvemos a la demostracién inicial.

(a) Suponemos que £F = N¥.

Vamos a demostrar por induccién en j > k que ZJ'-D = I'IJ'-D = Zf.
Para j = k la propiedad se tiene por hipdtesis.

Suponemos que la propiedad se cumple para j > k, y vamos a
demostrar que también es cierta para j + 1.
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El colapso de la jerarquia polinomial

Tenemos que:

£, = NP
— NPE N ya que ZJ’-D = |_|J’-D
= ZJ’.D por lema (j > k > 1)
Zf por hipdtesis de induccién

Ademas tenemos que:

P P
i oLy
= co—Zf por demostracién de arriba
= X por hipétesis
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El colapso de la jerarquia polinomial

(b) Suponemos que AP =P

Como Af es cerrada bajo complemento, tenemos que ¥ = I'If.

» Por (a) tenemos que PH = £¥

Concluimos que PH = Af. O
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Problemas completos en la jerarquia polinomial

El lenguaje QBF; (i > 1) estd formado por todas las férmulas
proposicionales cuantificadas que son vélidas y de la forma:

3X1’1 tee Hleml
\V/XQJ A VX27m2

3X371 s 3X3_’m3

Qixi1- - QiXim; @

donde:
» Q =3dsiiesimpary Q =V siies par
> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xq 1, ...
X1,myr o +o0 Xijly « oo Xiim;

11C3242 - La Jerarquia Polinomial 62 / 76



Un problema completo para Zf

La clase de problemas {QBF;}i>1 es adecuada para representar la
jerarquia polinomial.

Teorema
Para cada k > 1, QBFy es Z,’f -completo.
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Un problema completo para Zf

La clase de problemas {QBF;}i>1 es adecuada para representar la
jerarquia polinomial.

Teorema

Para cada k > 1, QBFy es Z,’: -completo.

Demostracion: Primero tenemos que demostrar que QBF, € Zf.
» ;Como se demuestra esto?
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Un problema completo para Zf: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que QBF es Zf—hard.

» Sea L € Zf. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a QBF/
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Un problema completo para Zf: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que QBF es Zf—hard.

» Sea L € Zf. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a QBF/

Para simplificar la demostracién, suponemos que:
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Un problema completo para Zf: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que QBF es Zf—hard.

» Sea L € Zf. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a QBF/

Para simplificar la demostracién, suponemos que:
» L es estd definido sobre el alfabeto {0, 1}
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Un problema completo para Zf: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que QBF es Zf—hard.

» Sea L € Zf. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a QBF/

Para simplificar la demostracién, suponemos que:

» L es estd definido sobre el alfabeto {0, 1}

> k es impar
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Un problema completo para Zf: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que QBF es Zf—hard.

» Sea L € Zf. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a QBF/

Para simplificar la demostracién, suponemos que:
» L es estd definido sobre el alfabeto {0, 1}

> k es impar

La demostracién es similar para un alfabeto arbitrario y/o k par.
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Por demostrar: Existe una funcién f : {0,1}* — {0,1}* tal que
» f es computable en espacio logaritmico
» para cada w € {0,1}*: w € Lsiy sélosi f(w) € QBFg

Notacion
f(W) = Pw
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Como L € ¥F sabemos que existe A € PTIME y un polinomio
p(n) tal que para todo w € {0,1}* :

w € L siy sélo si
(321 €{0,1}", |z1] = p(w]))
(Vz2 €{0,1}", |2 = p(|w]))

(3zx € {0,1}", |zk| = p(|w])) wH#HznH#z# ... #z, € A

Esto se deriva de las caracterizaciones que habiamos visto antes.

» ;Como se deduce que |z1| = |zo| = - -+ = |zx| = p(|w])?
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Como A € PTIME, existe una MT determinista M = (Q =

{qO; o '7qm}7Z = {07 17#}7 = {07 17#7B7|_}7q0757 F) tal que:

» M tiene una cinta de lectura/trabajo
» M para en todas las entradas
» L=L(M)

» ty(n) es O(n), donde ¢ > 0 es un niimero natural
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Sin perdida de generalidad suponemos que:

» w =aj---a, donde cada a; € {0,1}

» Para cada a €T, se tiene que 6(qm, a) no estd definido

i Por qué podemos suponer esto?
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Sea l =n+k-(1+ p(n))
> ( es el largo de la entrada w#z1#zo# - - - #2z, de la MT M
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Sea l =n+k-(1+ p(n))
> ( es el largo de la entrada w#z1#zo# - - - #2z, de la MT M

Usamos las siguientes variables proposicionales para definir ¢,,:

zij : i€[Lklyje€][Lp(n)

Stpa - te[0,ty(l)], pel0,tpm(f)+1]yac{0,1,#,B,F}
Ct,p Cte [0 tl\/l(é ] ypeE [07 tM(ﬁ) + 1]

erg - te0,tm(l)]yqge@

— —
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Un problema completo para Zf: Demostracién

La férmula ¢, se define como:
3z11 -+ 321 p(n)
V2271 c 'VZZP(”)

32371 cee 323,p(n)

3z 1+ 32k p(n)
350,0,0 350,0,1 350,0, 350,08 30,0, * ISty (0),tm () 41,0
ISt (€)1 (0)+1,1 IStua(0), (041, IStua(£),tar(0)+1,8 IStus(6), tm (O)+1,-

30,0+ + Ity (0),tm(0)+1 F€0,q0 * - 3€0,qm Tty (0),00 ** T€t1(£),Gm

<99/ Noc N s /\SOA)
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Un problema completo para Zf: Demostracién

;. Estado inicial

n

€o,1 N\ €0,q0/\ S0,0,- N ( /\ SO,p,ap> A
p=1
( K
1

So,(n+1)+(f1)<<p<n)+1),#> A

~

p(n)

“Zij 50,(n+1)+(f1)<(p(n)+1)+1-0> A

>

Il
aR
.

Il
aR

n

/\ Zjj — 50,(n+1)+(i1)<(p(n)+1)+j,1) A

=1
tm(€)+1
(R )
)

p=(n+1)+k-(p(n)+1

=

.>>v
X

.

1

1
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Un problema completo para Zf: Demostracién

pc: La maquina funciona correctamente

¢ se define como la conjuncién de cuatro férmulas. Primero,
cada celda siempre contiene un unico simbolo:

A

tp (€) ta (£)+1
=0 p=0 <

Visepar A ﬁst.,pyb)>

aelr be(M\{a})

~
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Segundo, la maquina siempre estd en un tnico estado:

A (Veeanr A -ean)

qe@ q'e(Q\{q})

Tercero, la cabeza lectora siempre estd en una unica posicién:

(), (041
/\ ( \/ (cep A ﬁct,ﬂ))

t=0 \ p=0 P ([0,tw(0)+11\{p))
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Un problema completo para Zf: Demostracién

Cuarto, el valor de una celda de una cinta de trabajo no cambia si
no es apuntada por la cabeza lectora:

tm (€)—1 tpy(£)+1

A A (Cen = Asinps e s00))

t=0 p:O aelr
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Un problema completo para Zf: Demostracién

s relacién § define como funciona la mdquina (representamos <«
como -1, [J como 0 y — como 1)

(€)1 tu(0) [

A

t=0 p=0

/\ ((et,q Actp A Stpa) —

8(q,a)=(q’,b,X)

(er+1,q' N Cr1,pex A St+1,p,b)>:| A

A

tm(£)—1 tm(£) [
t=0 p=0

/\ <(et,q ActpAStpa) —

4(qg,a) no estd definido

(€t+1,g A Cer1,p A 5t+1,p,a)>]
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Un problema completo para Zf: Demostracién

wa: La mdquina acepta w

etl\/l(é):qm
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Un problema completo para Zf: Demostracién

wa: La mdquina acepta w

etl\/l(é):qm

Para terminar la demostracién tenemos que mostrar que:
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Un problema completo para Zf: Demostracién

wa: La mdquina acepta w

etl\/l(é):qm

Para terminar la demostracién tenemos que mostrar que:

> w € L siy sélo si ¢, es vilida
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Un problema completo para Zf: Demostracién

wa: La mdquina acepta w

etl\/l(é):qm

Para terminar la demostracién tenemos que mostrar que:
> w € L siy sélo si ¢, es vilida

> ,, puede ser construida en espacio logaritmico
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Un problema completo para Zf: Demostracién

wa: La mdquina acepta w

etl\/l(é):qm

Para terminar la demostracién tenemos que mostrar que:
> w € L siy sélo si ¢, es vilida

> ,, puede ser construida en espacio logaritmico

i Como se hace esto? O
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