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Complejidad Computacional

Objetivo: Medir la complejidad computacional de un problema.

Vale decir: Medir la cantidad de recursos computacionales
necesarios para solucionar un problema.

» Tiempo
» Espacio

> ...

Para hacer esto primero tenemos que introducir la nocién de
problema.
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Problemas de decisidn

Alfabeto 2: Conjunto finito de simbolos.
» Ejemplo: ¥ = {0,1}

Palabra w: Secuencia finita de simbolos de .
» Ejemplo: w = 01101

> *: Conjunto de todas las palabras construidas con simbolos de ¥.

Lenguaje L: Conjunto de palabras.
» Ejemplo: L ={0"1" | n € N}

11C3242 — M43quinas de Turing 3/45



Problemas de decisidn

Problema de decisién asociado a un lenguaje L: Dado w € X%,
decidir si w € L.

Ejemplo
Podemos ver SAT como un problema de decisién. Suponga que
P ={p,q}:
> 2= {p)qv_')/\v\/)_)vH)(v)}
Algunas palabras de >* representan férmulas, mientras que

otras talescomo —-—= y p—-gA AV g no representan
férmulas

» SAT = {w € * | w representa una férmula y w es
satisfacible}
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Complejidad de un problema de decisién

La complejidad de un lenguaje L es la complejidad del problema de
decisién asociado a L.

. Cuando decimos que L puede ser solucionado eficientemente?

» Cuando existe un algoritmo eficiente que decide L

Ejercicio
Muestre que L = {w € {0,1}* | w es un palindromo} puede ser
resuelto eficientemente.

i Cuando decimos que L es un problema dificil?

» Cuando no existe un algoritmo eficiente que decide L

11C3242 — M43quinas de Turing 5 /45



Mdaquinas de Turing

i Como podemos demostrar que un problema es dificil?

» Para hacer esto, primero tenemos que formalizar la nocién de
algoritmo

i Qué es un algoritmo? j Podemos formalizar este concepto?

» Mdquinas de Turing: Intento por formalizar este concepto

iPodemos demostrar que las mdquinas de Turing capturan la
nocién de algoritmo?

» No, el concepto de algoritmo es intuitivo
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Maqui

nas de Turing

i Por qué creemos que las maquinas de Turing son una buena
formalizacién del concepto de algoritmo?

>

11C3242 -

Porque cada programa de una maquina de Turing puede ser
implementado

Porque todos los algoritmos conocidos han podido ser
implementados en maquinas de Turing

Porque todos los otros intentos por formalizar este concepto fueron
reducidos a las maquinas de Turing

» Los mejores intentos resultaron ser equivalentes a las maquinas
de Turing

» Todos los intentos “razonables” fueron reducidos
eficientemente

Tesis de Church: Algoritmo = MAaquina de Turing
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M3aquinas de Turing: Formalizacién

Definicién
Ma&quina de Turing (determinista): (Q,%,T, qo, 0, F)

» @ es un conjunto finito de estados

v

> es un alfabeto tal que -,B ¢ ¥
I es un alfabeto tal que ¥ U {-,B} C T

v

> qo € Q es el estado inicial

v

F C @ es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:
0 ¢ QOxTI—=QxTIx {0 -}

0 es llamada funcidn de transicion
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

La cinta de la maquina de Turing es infinita hacia la derecha.

» El simbolo - es usado para demarcar la posicion 0 de la cinta

Supuestos

» Sid(q,F) estd definido: 6(q,F) = (¢,F, X), con X € {—,O}

» Siae (I~ {F})yd(q,a) estd definido: 5(q,a) = (¢, b, X),
con be (< {FH})
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

> es el alfabeto de entrada y I es el alfabeto de la cinta.

» Una palabra w € ¥* de entrada de largo n es colocada en las
posiciones 1, ..., n de la cinta

» Las posiciones siguientes (n+ 1, n+ 2, ...) contienen el
simbolo B
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Mdaquinas de Turing: Funcionamiento

Al comenzar a funcionar, la mdquina se encuentra en el estado qg
y su cabeza lectora estd en la posicion 1 de la cinta.

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicién p.
» Si el simbolo en la posicién p es ay (g, a) = (¢, b, X),
entonces:
» La maquina escribe el simbolo b en la posicién p de la cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora a la posicion p —1si X es <, y a la
posiciéon p+ 1 si X es —. Si X es [, entonces la cabeza
lectora permanece en la posicién p
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Mdaquinas de Turing: Aceptacién

Los estados de F son utilizados como estados de aceptacidn.

» Una palabra w es aceptada por una maquina M si y sélo si la
ejecucién de M con entrada w se detiene en un estado de F

Definicion
Lenguaje aceptado por una maquina de Turing M:

L(M) = {weX*|M acepta w}
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Mdaquinas de Turing: Ejemplo

Queremos construir una maquina que verifique si el nimero de Os
en una palabra es par: M = (Q, %, T, qo, 0, F)

> Q={qo, a1}

» ¥ ={0,1}

» ={0,1,,B}

> F={qo}

» § es definida como:
6(g0,0) = (q1,B,—)
6(g0,1) = (qo,B,—)
6(g1,0) = (qo,B,—)
6(q1,1) = (q1,B,—)
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Mdaquinas de Turing: Ejecucién

Supongamos que w = 00010:

Inicio: ‘I—‘O‘O‘O‘l‘o‘B‘B‘

o
Paso 1: ‘I—‘B‘O‘O‘l‘o‘B‘B‘...
q
Paso 2: ‘I—‘B‘B‘O‘l‘o‘B‘B‘...

do
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Mdaquinas de Turing: Ejecucién

Paso 3: ‘I—‘B‘B‘B‘l‘O‘B‘B‘---
q1
Pasod: [ |85 [8[8]0]8]B] - -
qi
Pasos: [ [8[8 5|88 ]8]B] -
qo

Conclusién: La maquina acepta w = 00010
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El lenguaje aceptado por una mdquina de Turing: Ejemplos

Ejemplo
Para la maquina M mostrada en las transparencias anteriores:

L(M) = {w € {0,1}* | w contiene un nimero par de simbolos 0}

Ejercicio
Construya una maquina de Turing que acepte el lenguaje
L={w e {0,1}* | w es un palindromo}.
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Complejidad de un algoritmo

Una Maquina de Turing puede no detenerse en alguna entrada.

» Primera nocién de algoritmo: MT que se detiene en todas las
entradas

i Cémo se mide el tiempo de ejecucién de un algoritmo?

Para una MT con alfabeto ¥:

» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la funcién de
transicién

» tiempo,,(w): Nidmero de pasos ejecutados por M con entrada
weX*
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Complejidad de un algoritmo

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una MT M en el peor caso es
definido por la funcion ty;:

tm(n) = max{ tiempoy(w) | we X y|w|=n}.

Ejercicio
Construya una mdquina de Turing que funcione en tiempo O(n?)y
acepte el lenguaje L = {w € {0,1}* | w es un palindromo}
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Mdaquinas de Turing con varias cintas

Definicion
MT (determinista) con k cintas: (Q, X, T, qo, 9, F)

» @ es un conjunto finito de estados

v

Y es un alfabeto tal que =,B € ¥
I es un alfabeto tal que ¥ U {-,B} C T

v

> qo € Q es el estado inicial

» F C Q es un conjunto de estados finales

v

0 es una funcién parcial:
§ 1 QxTK—o QxThx{«,0-}k
0 es llamada funcién de transicién.
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Mdquinas de Turing con k cintas: Funcionamiento

La maquina tiene k cintas infinitas hacia la derecha.

» El simbolo I es usado para demarcar la posicién 0 de cada
cinta

> es el alfabeto de entrada y I es el alfabeto de las cintas.

» Una palabra w € ¥* de entrada de largo n es colocada en las
posiciones 1, ..., n de la primera cinta

» Las siguientes posiciones (n+ 1, n+2, ...) de la primera
cinta contienen el simbolo B

» Las restantes cintas contienen el simbolo B en las posiciones
1,23, ...
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Mdquinas de Turing con k cintas: Funcionamiento

La mdquina tiene una cabeza lectora por cinta.

» Al comenzar, la maquina se encuentra en el estado qp, y cada
cabeza lectora estd en la posicién 1 de su cinta

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora i se encuentra en la posicién p;.
» Si el simbolo en la posicién p; es a; y 0(q,a1,...,ax) =
(q',b1,..., bk, X1,...,Xk), entonces:
» La maquina escribe el simbolo b; en la posicién p; de la
i-ésima cinta
» Cambia de estado desde g a ¢’

» Mueve la cabeza lectora de la i-ésima cinta a la posicién p; — 1
si X; es <, y a la posicién p; + 1 si X; es —. Si X; es [,
entonces la maquina no mueve la cabeza de la i-ésima cinta
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MT con k cintas: Aceptacion y complejidad

Una palabra w es aceptada por una MT M con k cintas si y sélo si
la ejecuciéon de M con entrada w se detiene en un estado final.

L(M) = {weX*|M acepta w}

Para una MT con k cintas y alfabeto X:

» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la funcién de
transicién

» tiempo,,(w): Nimero de pasos ejecutados por M con entrada
wex*

» Tiempo de funcionamiento M en el peor caso:

tm(n) = max{ tiempoy(w) | we Xy |w|=n}
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MT con k cintas: Ejemplo

Ejercicio
Construya una MT M con dos cintas que funcione en tiempo O(n)
y acepte el lenguaje L = {w € {0,1}* | w es un palindromo}.

Solucién: Definimos M = (Q, X, T, qo, 0, F) de la siguiente forma:

> Q= {q07 dc,qr,qv, qa}

» ¥ ={0,1}
» ={0,1,B,+}
> F={qg.}
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MT con k cintas: Ejemplo

» Funcidn § es definida de la siguiente forma:

(90,8,B) — (ga.,B,B,0,0) (gr,1,0) — (g,,1,0,«,00)
(90,0,B) — (g, 0,0,—,—) (gr,1,1) = (g,,1,1,«,00)
(90,1,B) —  (ge,1,1,—,—) (gr,F,0) — (gv,F,0,—,0)
(9¢,0,B) — (g, 0,0,—,—) (gr,F,1) —= (g, 1,—,0)
(9.,1,B) —  (ge,1,1,—,—) (9v,0,0) — (gv,0,0,—,«)
(9¢,B,B) — (qr,B,B,+, <) (av,1,1) — (qv,1,1,—,¢)
(6,0,0) — (q,,0,0,,0) (qv.B,F)  —  (ga,B,+,0,0)
(¢r,0,1) — (g,,0,1,«,0)
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Aceptacion en distintos modelos

Un lenguaje L es aceptado por una MT M si L = L(M).

» ;Es posible aceptar mas lenguajes si se usa cintas adicionales?

Teorema

Si un lenguaje L es aceptado por una MT My con k cintas,
entonces L es aceptado por una MT M, con una cinta.

Ejercicio
Demuestre el teorema.

» ;Cudl es la diferencia de complejidad entre My y My?
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Complejidad en distintos modelos

Un lenguaje L es aceptado por una MT M en tiempo O(t(n)) si
L=L(M)y ty(n) es O(t(n)).

» La definicién es idéntica para el caso de Q(t(n)) y ©(t(n))

Esta definiciéon considera a una Mdquina de Turing con k cintas,
para k > 1.

11C3242 — M43quinas de Turing 26 / 45



Complejidad en distintos modelos

. Es posible aceptar mas rapido si se usa cintas adicionales?

Teorema

Si un lenguaje L es aceptado por una MT My con k cintas (k > 2)
en tiempo O(t(n)), entonces L es aceptado por una MT My con
una cinta en tiempo O(t(n)?).

Ejercicio

Demuestre el teorema.

» ;Es posible reducir la diferencia entre My y M,?
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Complejidad en distintos modelos

Sea L ={w € {0,1,#}* | w es un palindromo}.
» L es aceptado por una MT con dos cintas en tiempo O(n)

» ;Puede ser L aceptado en tiempo lineal por una MT con una
cinta?

Proposicién
Sea M una MT con una cinta. Si L = L(M), entonces M funciona
en tiempo Q(n?).

Demostracion: Suponga que L = L(M), donde M es una MT con
una cinta.

» Sea Q el conjunto de estados de M
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Complejidad en distintos modelos

Sin perdida de generalidad, suponemos que M siempre recorre toda
la palabra de entrada.

» i Por qué podemos suponer esto?

Para w € {0,1,#}*, sea w" la palabra obtenida al escribir w en el
sentido inverso.

Defina L, como el siguiente lenguaje (para n > 0 divisible por 4):
L, = {w#2w"|we{0,1}7}.

Nétese que L, C L.
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Complejidad en distintos modelos

Seaw € L,y 2 <i<3" Entonces C;(w) es la secuencia de
estados [q1, ..., gk] en que se encuentra M después de moverse
entre las posiciones i e i + 1 (en cualquiera de las dos direcciones)
en la ejecucién que tiene a w como entrada.

w

Sea C(w)={Ci(w) |2<i<

o

B
=
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Complejidad en distintos modelos

Lema
Siwi,wy € Ly y wi # wy, entonces C(wy) N C(wp) = 0.

Demostracion: Suponga que el lema es falso. Entonces existen
ije{q, %} tales que Ci(wy) = Cj(wa).

Sean wuy y up las palabra formadas por los primeros i simbolos de
wy y los dltimos n — j simbolos de ws, respectivamente.

Dado que Cj(wy) = Cj(w2), se tiene que ujuy es aceptado por M.

» ;Coémo se demuestra esto?

Pero uyup no es un palindromo, por lo que tenemos una
contradiccién. O
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Complejidad en distintos modelos

Para w € L,, sea s, la secuencia mds corta en C(w).
» Sp={sw | welL,}

Por el lema sabemos que sy, # Sw, Si w1 # ws.
» Por lo tanto: |S,| = |L,| = 27

Sea m el largo de la secuencia mas larga en S,,.

» Cantidad de posibles secuencias de largo a lo mas m:

N [« i
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Complejidad en distintos modelos

. . m+l_q n
De lo anterior concluimos que: % > 24,

» jPor qué?

Se tiene entonces que m es Q(n).

» Por lo tanto existe wy € L, para el cual |s,,| es Q(n).

Entonces: Todas las secuencias en C(wyp) son de largo Q(n).

Conclusién: Con entrada wp, la maquina M toma tiempo Q(n?).

» Puesto que M tiene que generar 5 secuencias de estados de
largo Q(n)
O
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Un ingrediente necesario: No determinismo

Definicion
Ma&quina de Turing no determinista: (Q, %, T, qo, 9, F)

» @ es un conjunto finito de estados

v

Y es un alfabeto finito tal que =,B & ¥

v

I es un alfabeto finito tal que ¥ U {F,B} C T
> go € Q es el estado inicial
» F C @ es un conjunto de estados finales

» O es una relacion de transicion:

d C QxI'xQxTlx {0 -}
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Mdaquinas de Turing no determinista: Funcionamiento

La inicializacién es igual que para el caso determinista.

» Al comenzar a funcionar, la maquina se encuentra en el estado
go Y Su cabeza lectora estd en la posicién 1 de la cinta

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora estd en una posicidén p que contiene un simbolo a.

» Sea T ={(q',b,X) | (g,a,q9',b,X) € 6}. Si T # 0, entonces
la m3quina elije (¢/,b,X) € T y:
» escribe el simbolo b en la posicién p de la cinta
» cambia de estado desde g a ¢’

» mueve la cabeza lectora a la posicién p —1si X es <, y a la
posiciéon p+ 1 si X es —. Si X es [, entonces la cabeza
lectora permanece en la posicién p
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Mdaquinas de Turing no deterministas: Aceptacién

Una palabra w es aceptada por una MT no determinista M siy
sélo si existe una ejecucién de M con entrada w que se detiene en
un estado de F.

Definicidon

Lenguaje aceptado por una MT no determinista M:

L(M) = {weX*|M acepta w}
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Determinismo vs no determinismo

. Es posible aceptar mas lenguajes con las MTs no deterministas?

Teorema

Si un lenguaje L es aceptado por una MT no determinista My,
entonces L es aceptado por una MT determinista M5.

Ejercicio
Demuestre el teorema.

» ;Cudl es la diferencia de complejidad entre My y My?
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Maquinas de Turing no deterministas: Complejidad

Para una MT no determinista:
» Paso de M: Ejecutar una instruccién de la relacion de
transicion
» tiempo,,(w): Nimero de pasos de M con entrada w en la

ejecucién mds corta que acepta a w

Sélo esta definido para palabras aceptadas por M
» ;Por qué?
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Maquinas de Turing no deterministas: Complejidad

Definicién
El tiempo de funcionamiento de una MT no determinista M en el
peor caso es definido por la funcion ty;:

tm(n) = max |{n} U {tiempoy(w) | we X",

lw|=ny M acepta a w}

iPor qué incluimos {n} en la definicién?
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Espacio utilizado en una Mdaquina de Turing

Para introducir la nocién de espacio utilizado en una MT tenemos
que distinguir entre:

» el espacio ocupado por la entrada, y

» el espacio necesario para procesar la entrada
Para hacer esta distincién utilizamos MT con dos cintas:
» Cinta para la entrada: Sélo de lectura

» Cinta de trabajo: Como en una MT usual

El espacio utilizado se mide en términos de las celdas visitadas en
la cinta de trabajo.
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Mdquinas de Turing con cinta de trabajo

Definicién
Ma&quina de Turing (determinista) con cinta de trabajo:
(Qa z) r7 q0, 67 F)

» @ es un conjunto finito de estados.

v

Y es un alfabeto tal quet-,B & ¥.

v

[ es un alfabeto tal que X U {F,B} CT.
> go € Q es el estado inicial.

» F C es un conjunto de estados finales.

v

0 es una funcién parcial:

0 ¢ OxI'xl—=Qx{«,0,=} xIx {0 -}
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Espacio utilizado en una MT

Dada una MT determinista M con cinta de trabajo que para en
todas las entradas:

» espaciop;(w): Nimero de celdas distintas visitadas en la cinta
de trabajo de M al procesar w

Definicidon
Dado un ndmero natural n:

sm(n) = max{ espacioy(w) | we X" y|w|=n}

sy Espacio utilizado en la ejecucién de M en el peor caso
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Espacio utilizado en una MT

Un lenguaje L puede es aceptado por una MT M con cinta de
trabajo en espacio O(s(n)) si L = L(M) y sp(n) es O(s(n)).

Ejemplo
i Cudl es el espacio requerido para aceptar el lenguaje
L={w € {0,1}* | w es un palindromo}?

» ;Cuadratico? jLineal? jLogaritmico? ;Constante?
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Espacio utilizado en una MT: No determinismo

Ejercicio
Defina la nocién de MT no determinista con una cinta de trabajo.

Dada una MT no determinista con cinta de trabajo M:

» espaciop;(w): Nimero minimo de celdas distintas visitadas en
la cinta de trabajo de M, entre todas las ejecuciones de M
que aceptan w

Sélo esta definida para palabras aceptadas por M

11C3242 - Madquinas de Turing 44 / 45



Espacio utilizado en una MT: No determinismo

Definicidon
Dado un nimero natural n:

sm(n) = max [{1} U{ espaciop(w) | weX¥,

lw|=ny M acepta w}

iPor que incluimos {1} en la definicién?
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