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Problemas en una clase de complejidad

Una clase de complejidad contiene un conjunto de problemas de
decision.
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Un caso muy conocido: SAT representa a la clase NP.
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Problemas en una clase de complejidad

Una clase de complejidad contiene un conjunto de problemas de
decision.

» ;Hay alguno de estos problemas que represente a la clase?

Un caso muy conocido: SAT representa a la clase NP.
» ;En qué sentido la representa?

> ;i Qué sucede si encontramos un algoritmo eficiente para SAT?

Vamos a definir las nociones necesarias para estudiar cuando un
problema representa a una clase de complejidad.

» Vamos a empezar por la nocién de reduccion
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La nocién de reduccién: Mdaquinas que calculan

Definicién
Una MT calculadora (MTC) con k cintas de trabajo:
(Q,X,T,q0,9)
» @ es un conjunto finito de estados
Y es un alfabeto finito tal que =,B € &
[ es un alfabeto finito tal que X U {-,B} C T

> qo € Q es el estado inicial

v

v

v

0 es una funcién parcial:

§ 1 @xTHl 5 Qx{«,0 -} x
Mk x {«,0,=} x (ZTu{B})

0 es llamada funcidn de transicion
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MTC con k cintas de trabajo: Funcionamiento

La mdquina tiene k + 2 cintas infinitas hacia la derecha.

» La primera cinta es de lectura, la Ultima de escritura y las
restantes para todos los cdlculos intermedios

> El simbolo I es usado para demarcar la posicién 0 de cada
cinta
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MTC con k cintas de trabajo: Funcionamiento

> es el alfabeto de entrada y salida, y I' es el alfabeto de las
cintas.

» Una palabra w € ¥* de entrada de largo n es colocada en las
posiciones 1, ..., n de la primera cinta

» Las siguientes posiciones (n+ 1, n+2, ...) de la primera
cinta contienen el simbolo B

» Las restantes cintas contienen el simbolo B en las posiciones
1,23, ...

La mdquina tiene una cabeza lectora por cinta.

» Al comenzar, la maquina se encuentra en el estado qp, y cada
cabeza lectora estd en la posicién 1 de su cinta
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MTC con k cintas de trabajo: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora i se encuentra en la posicién p;.

» Si el simbolo en la posicién p; es aj y §(q, a1, .., ak, dk+1) =
/ .
(q', X1, b2, ..., bry1, Xa, - .., Xiy1, biy2), entonces:
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» Si el simbolo en la posicién p; es aj y §(q, a1, .., ak, dk+1) =
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MTC con k cintas de trabajo: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora i se encuentra en la posicién p;.

» Si el simbolo en la posicién p; es aj y §(q, a1, .., ak, dk+1) =
(¢, X1, b2, ..o, bry1, X2, -, Xky 1, bry2), entonces:
» Paracada i€ {2,...,k+ 1}, la mdquina escribe el simbolo b;

en la posicién p; de la i-ésima cinta
» Cambia de estado desde g a ¢

» Paracada i€ {1,...,k+ 1}, la mdquina mueve la cabeza
lectora de la i-ésima cinta a la posicién p; — 1 si Xj es <, y a
la posicién p; + 1 si X; es —. Si X; es [J, entonces la maquina
no mueve la cabeza lectora de la i-ésima cinta
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MTC con k cintas de trabajo: Funcionamiento

En cada instante la maquina se encuentra en un estado g y su
cabeza lectora i se encuentra en la posicién p;.

» Si el simbolo en la posicién p; es aj y §(q, a1, .., ak, dk+1) =
(¢, X1, b2, ..o, bry1, X2, -, Xky 1, bry2), entonces:
» Paracada i€ {2,...,k+ 1}, la mdquina escribe el simbolo b;

en la posicién p; de la i-ésima cinta
» Cambia de estado desde g a ¢

» Paracada i€ {1,...,k+ 1}, la mdquina mueve la cabeza
lectora de la i-ésima cinta a la posicién p; — 1 si Xj es <, y a
la posicién p; + 1 si X; es —. Si X; es [J, entonces la maquina
no mueve la cabeza lectora de la i-ésima cinta

» Si brio € X, entonces la maquina escribe el simbolo by > en la
posicion pko de la cinta k 4 2, y mueve la cabeza lectora de
esta cinta a la posicién pxi2 + 1. Si bxio = B, entonces la
maquina no cambia la configuracién de la cinta k + 2
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MTC con k cintas de trabajo: Funcién calculada

Para medir el espacio ocupado por una MTC sélo se considera las
celdas visitadas en las k cintas de trabajo.

» No depende ni de la entrada ni de la salida

Definicién
Una funcion h : ©* — ¥* puede ser calculada en espacio O(f(n))
si existe una MTC M tal que:

» M para en todas las entradas

> sy es O(f(n))

> Con entrada w € X*: M se detiene en una configuracion que
tiene en la cinta k + 2 a h(w), precedido por el simbolo I~ y
seguido por una cadena de simbolos B
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La nocién de reduccién logaritmica

Dados lenguajes L1 y Ly con alfabeto &

Definicion
L1 es reducible en espacio logaritmico a L, denotado como

Ly <8 Ly, si existe una funcion f computable en espacio O(log n)
tal que para todo w € ¥*:

w € Ly siy solosi f(w) € L
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Reduccidn logaritmica: Una propiedad fundamental

Proposicién

Sily <€ 1,y Ly <! [, entonces L1 <28 Lj.

i Por qué es fundamental esta propiedad?
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Reduccidn logaritmica: Una propiedad fundamental

Proposicién

Sily <€ 1,y Ly <! [, entonces L1 <28 Lj.

i Por qué es fundamental esta propiedad?
Ejercicio

Demuestre la proposicién.

» La demostracion no es trivial ...
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La nocién de completitud

Definicién (Hardness)

Dada una clase de complejidad C que contiene a LOGSPACE, un
lenguaje L es hard para C si para todo L' € C existe una reduccidn
logaritmica de L' a L.
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La nocién de completitud

Definicién (Hardness)

Dada una clase de complejidad C que contiene a LOGSPACE, un
lenguaje L es hard para C si para todo L' € C existe una reduccidn
logaritmica de L' a L.

Definicién (Completitud)
Dada una clase de complejidad C que contiene a LOGSPACE, un
lenguaje L es completo para C si L € C y L es hard para C.

Notacién
Si un lenguaje L es completo para una clase de complejidad C,
decimos que L es C-completo.
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La nocién de completitud: Un primer ejemplo

Sea CAMINO el siguiente lenguaje:

CAMINO = {(G,a,b) | G es un grafo dirigido y

b es alcanzable desde a en G}.

Teorema
CAMINO es NLOGSPACE-completo.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 11 / 96



i Por qué es importante la nocién de completitud?

Corolario
Si CAMINO € LOGSPACE, entonces LOGSPACE = NLOGSPACE.
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» El ingrediente principal es la transitividad de §£g
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i Por qué es importante la nocién de completitud?

Corolario
Si CAMINO € LOGSPACE, entonces LOGSPACE = NLOGSPACE.

Ejercicio
Demuestre el corolario.

» El ingrediente principal es la transitividad de §£g

jPara demostrar que LOGSPACE = NLOGSPACE, sélo tenemos
que demostrar que CAMINO € LOGSPACE!
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Segundo ejemplo: Completitud en NP

Ahora vamos a estudiar la clase NP.

» SAT = {¢ | ¢ es una férmula en légica proposicional y ¢ es
satisfacible}

» Vamos a demostrar que SAT es NP-completo
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Segundo ejemplo: Completitud en NP

Ahora vamos a estudiar la clase NP.

» SAT = {¢ | ¢ es una férmula en légica proposicional y ¢ es
satisfacible}

» Vamos a demostrar que SAT es NP-completo

Teorema (Cook-Levin)
SAT es NP-completo.

Demostracién: Primero tenemos que demostrar que SAT € NP.

» ;Coémo se demuestra esto?
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

En segundo lugar, tenemos que demostrar que SAT es NP-hard.

» Sea L € NP. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a SAT

Por demostrar: Existe una funcién f : ©* — ¥* tal que

» f es computable en espacio logaritmico

» paracada w € ¥*: w € Lsiy sélosi f(w) € SAT

Notacion

f(w) = ow
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Como L € NP, existe una MT M = (Q, X, T, qo, 9, F) no
determinista con k > 1 cintas de trabajo tal que:

» L=L(M)

» ty(n) es O(n€), donde ¢ > 0 es un niimero natural

Vamos a representar el funcionamiento de M con entrada w
usando la férmula ¢,,: M acepta w si y sélo si ¢,, es satisfacible.
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Sin perdida de generalidad suponemos que:

» w=aj1---ap donde cada a; €

» F= {qm}
» Para cada g € Qy 3 € k"1, se tiene que 6(q, 3) esta definido
siy sélosi g # gm

i Por qué podemos suponer esto?
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Usamos las siguientes variables proposicionales:

Sitpa © 1€l k+1],te0,tpm(n)], pel0,ty(n)]yacTl
Cit,p SRS [17 k + 1]' te [0 tl\/l(n)] ypE [0 tl\/l(n)]
et q : te[0,tm(n)]yqge @

©w es definida como ¢ A e Apa A ps.
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

,: Estado inicial

k+1 k+1
< /\ Ci,0,1> N\ €0,q0 N\ ( /\ 5:}0,0,%) A
i=1 i=1
n tp(n) k+1 tm(n)
</\ Sl,O,p,ap> ( /\ 510pB> (/\ /\ 5/0pB>
p=1

p=n+1 i=2 p=1
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

pc: La maquina funciona correctamente

pc se define como la conjuncién de cinco férmulas. Primero, cada
celda siempre contiene un tnico simbolo:
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Segundo, la mdquina siempre esta en un Unico estado:

A (Viear A e

qeQ q'e(Q\{q})

Tercero, la cabeza lectora de cada celda siempre esta en una Unica
posicién:

k+1tm(n) , tm(n)
< \/ (ciep N /\ ﬁCi,t,p/)>

p=0 P ([0, tm(m]\{p})
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Cuarto, el contenido de la cinta de lectura no cambia durante la
ejecucion de la maquina:

tp(n)—1 ty(n)
<Sl~,t+1~,pra A Slrtvp:a>

ael

H
Il
o

he]
o
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Quinto, el valor de una celda de una cinta de trabajo no cambia si
no es apuntada por la cabeza lectora:

=

k+1 tm(n)—1 ty(n)

(~ciep) = [\ (Sit+1pa € Sitpia)
( )

=2 t=0 ael

o

T
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

pa: La maquina acepta w

)

tM(n
\/ €t,qm
t=0
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

s relacién § define como funciona la mdquina (representamos <«
como -1, [0 como 0 y — como 1):

()1 (-1 ty(n)—1

t=0 p1=0 Pk+1=0

k+1
/\ <(et,q A /\ (Ci,t,p,- A Si,t,p,-,a,-)) —
i=1

\/ (et+1,q/ A

k+1 k+1
< A Cf,t+1,p,-+m,-> A ( A Si,t+1,p,-7b,->>>]
i=1 i=2
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Teorema de Cook-Levin: Demostracién

Tenemos que demostrar que w € L si y sélo si ¢, es satisfacible.

> ;Cémo se hace esto?

Para terminar la demostracién, sélo nos queda probar que ¢,
puede ser construida en espacio O(logn).

» ;Coémo se demuestra esto?

> Ndtese que log tp(n) es O(log n)
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Tercer ejemplo: Completitud en PTIME

Vamos a demostrar que una restriccion de SAT es
PTIME-completo.
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Tercer ejemplo: Completitud en PTIME

Vamos a demostrar que una restriccion de SAT es
PTIME-completo.

Notacion

> Un literal es una letra proposicional o la negacion de una letra
proposicional: p y —=q
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Tercer ejemplo: Completitud en PTIME

Vamos a demostrar que una restriccion de SAT es
PTIME-completo.

Notacion

> Un literal es una letra proposicional o la negacion de una letra
proposicional: p y —=q

» Una clausula es una disyuncion de literales: (pV q) y
(s VgV -r)
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Tercer ejemplo: Completitud en PTIME

Vamos a demostrar que una restriccion de SAT es
PTIME-completo.

Notacién
> Un literal es una letra proposicional o la negacion de una letra
proposicional: p y —=q
» Una clausula es una disyuncion de literales: (pV q) y
(s VgV -r)
» Una clausula es de Horn si contiene a lo mds un literal

positivo (de la forma p).
» (sV =gV —r) es una clausula de Horn y (p V q) no lo es
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Tercer ejemplo: Completitud en PTIME

Vamos a demostrar que una restriccion de SAT es
PTIME-completo.

Notacién
> Un literal es una letra proposicional o la negacion de una letra
proposicional: p y —=q
» Una clausula es una disyuncion de literales: (pV q) y
(s VgV -r)
» Una clausula es de Horn si contiene a lo mds un literal

positivo (de la forma p).
» (sV =gV —r) es una clausula de Horn y (p V q) no lo es

» HORN-SAT = {¢
y ¢ es satisfacible}

(o es una conjuncion de clausulas de Horn
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Completitud en PTIME: HORN-SAT

Teorema
HORN-SAT es PTIME-completo.
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Completitud en PTIME: HORN-SAT

Teorema
HORN-SAT es PTIME-completo.

Demostracion: Primero tenemos que demostrar que
HORN-SAT € PTIME.

» ;Coémo se demuestra esto?
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Completitud en PTIME: HORN-SAT

Teorema
HORN-SAT es PTIME-completo.

Demostracion: Primero tenemos que demostrar que
HORN-SAT € PTIME.

» ;Coémo se demuestra esto?

En segundo lugar, tenemos que demostrar que HORN-SAT es
PTIME-hard.

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 27 / 96



Completitud en PTIME: HORN-SAT

Teorema
HORN-SAT es PTIME-completo.

Demostraciéon: Primero tenemos que demostrar que
HORN-SAT € PTIME.

» ;Coémo se demuestra esto?
En segundo lugar, tenemos que demostrar que HORN-SAT es

PTIME-hard.
» Vamos a demostrar que HORN-SAT es PTIME-hard
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Completitud en PTIME: HORN-SAT

Teorema
HORN-SAT es PTIME-completo.

Demostraciéon: Primero tenemos que demostrar que
HORN-SAT € PTIME.

» ;Coémo se demuestra esto?

En segundo lugar, tenemos que demostrar que HORN-SAT es
PTIME-hard.

» Vamos a demostrar que HORN-SAT es PTIME-hard

» ;Por qué nos basta demostrar esto?
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracién

Sea L € PTIME. Tenemos que demostrar que L es reducible en
espacio logaritmico a HORN-SAT.

Por demostrar: Existe una funcién f : ©* — ¥* tal que
» f es computable en espacio logaritmico

» para cada w € X*: w € L siy sélo si f(w) € HORN-SAT

Notacion
f(w) = pw
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracidn

Como L € PTIME, existe una MT M = (Q, X, T, qo,9, F)
determinista con una cinta de trabajo tal que:

» M para con todas las entradas
» L=L(M)

» ty(n) es O(n€), donde ¢ > 0 es un niimero natural

iPor qué podemos suponer que M tiene una cinta de trabajo?

» jPodiamos suponer esto en la demostracién del Teorema de
Cook-Levin?

Vamos a representar el funcionamiento de M con entrada w usando
la férmula ¢,,: M acepta w si y sélo si ¢,, no es satisfacible.
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracién

Sin perdida de generalidad suponemos que:
» w=aj1---ap donde cada a; €
» F= {qm}

» Paracadage Qy (a,b) € xT,sid(q,a,b) estd definido,
entonces q # gm

i Por qué podemos suponer esto?
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracidn

Usamos las siguientes variables proposicionales:

Sitpa @ 1€[1,2], t€[0,tpm(n)], pe[0,tm(n)]yaecTl
Gep 1 1€[1,2],te0,tm(n)]y pel0,ty(n)]
€t.q : te [07 tM(n)] yqc Q

pw es definida como v A oy A @5
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracidn

o, Estado inicial.

€1,0,1 N ©2,0,1 N\ €0,go N\ 51,0,0,- \ $2,0,0- N

n tm(n) tm(n)
< /\ 51,0,p,ap> A < /\ Sl,o,p,B> A < /\ 52,0,p,B>
p=1 p=1

p=n+1
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracién

wpn: La maquina no acepta w

tm(n)
/\ T€t,qm
t=0
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracidn

s define como funciona la maquina (representamos «— como -1,
0 como 0 y — como 1):

AR A

(q,a,b,q’ ,£,c,m)E€S

T€t.q \ C1,t,p, \ TS1,t,p1,a \ Q2 t,po \ 82 t. 0, b \ et+1.q’> A

T€q V TCLtp V TSLtpr,a YV TCtp, V TS2,tp,b V Cl,t+1,p1+é> A

7 N 7 N 7 N

T€q V TClLtp V TSLepra YV TCtp, V TS2,t,p,b V 51,t+1,p1,a) A
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracidn

T€t.q \ C1Lt,py \ TS1,t,p1,a \ C2t,po \ 52, t,p2,b V C2,t+1.p2+m) A

TerqV CLep V TS1tpr,a V T p, V TS2tpb V 52-t+1.,pz.,6> A

/\ /\ (ﬁetvq \ TCLt,py \ TS1,t,p1,a V

PLE([0;tm(m\{p1}) dET

Tt VY T2t pe,b VY TSt pld V ST e41p0,d | A
P1 P1

P5E([0,tm(m)]\{p2}) el

2t \ 52, t,p2,b \ _‘52,t,pé,e \ 52.t+1,pé.e):|
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HORN-SAT es PTIME-hard: Demostracién

Tenemos que demostrar que w € L si y sélo si ¢, no es
satisfacible.

» ;Cémo se hace esto?

Esta propiedad junto con las siguientes condiciones nos dicen que
la reduccién es correcta:

> ,, €s una conjuncién de clausulas de Horn

» ¢, puede ser construida en espacio logaritmico (ya que
log tpm(n) es O(log n))
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Otros problemas completos para PTIME y NP

Una vez encontrado un problema L completo para una clase C, es
mas simple encontrar otros problemas C-completos.

» ' es C-completo si L' € Cy L <128 [

Vamos a usar esta idea para mostrar otros problemas completos
para PTIME y NP.
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Un problema NP-completo: CNF-SAT

Un problema muy util al hacer reducciones:

CNF-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de

cldusulas y ¢ es satisfacible}

Teorema
CNF-SAT es NP-completo.

Ejercicio

Demuestre que SAT <los CNF-SAT.
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Otro problema NP-completo: 3-CNF-SAT

Notacion
Una k-clausula es una clausula con a lo mds k literales.

Un problema aun mas atil al hacer reducciones:

3-CNF-SAT = {¢ | ¢ es una conjuncién de
3-cldusulas y ¢ es satisfacible}

Teorema
3-CNF-SAT es NP-completo.

Ejercicio
Demuestre que SAT <198 3-CNF-SAT.
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Un tercer problema NP-completo: Programacién entera

Un sistema de ecuaciones lineales enteras es de la forma:
AX < b

donde:
» A es una matriz de nimeros enteros de orden m X n
> X es un vector de variables de orden n x 1

» b es un vector de nimeros enteros de orden m x 1

Un vector € de nimeros enteros de orden n x 1 es una solucidén
para el sistema si Ac < b.
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Un tercer problema NP-completo: Programacién entera

Un problema muy estudiado por su utilidad practica:

PROG-ENT = {(A,b) | AX < b es un sistema de

ecuaciones lineales enteras que tiene solucién}

Teorema
PROG-ENT es NP-completo.
Ejercicio
Demuestre que 3-CNF-SAT <% PROG-ENT.
» ;Como se puede demostrar que PROG-ENT &€ NP?
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Y ahora PTIME-completitud: Programacién lineal

Un sistema de ecuaciones lineales enteras AX < b tiene solucidn en
R si existe ¢ en R tal que AC < b.

Un problema fundamental en ingenieria:

PROG-LIN = {(A,b) | AX < b es un sistema de

ecuaciones lineales enteras que tiene solucién en R}

Teorema
PROG-LIN es PTIME-completo.
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Direccién complicada: PROG-LIN € PTIME.
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Direccién complicada: PROG-LIN € PTIME.

» Primer algoritmo polinomial: Khachiyan (1979)

No es usado en la practica por el alto grado del polinomio
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Direccién complicada: PROG-LIN € PTIME.

» Primer algoritmo polinomial: Khachiyan (1979)

No es usado en la practica por el alto grado del polinomio

» Segundo algoritmo polinomial: Karmarkar (1984)

Direccién simple: PROG-LIN es PTIME-hard.
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Direccién complicada: PROG-LIN € PTIME.

» Primer algoritmo polinomial: Khachiyan (1979)

No es usado en la practica por el alto grado del polinomio

» Segundo algoritmo polinomial: Karmarkar (1984)

Direccién simple: PROG-LIN es PTIME-hard.
» Vamos a demostrar que HORN-SAT <lo¢ PROG-LIN
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Sea ¢ una conjuncién de clausulas de Horn.

Vamos a construir un sistema de ecuaciones lineales enteras
AX < b tal que:

 es satisfacible si y sélo si AX < b tiene solucién en R.

Cada letra proposicional en ¢ es una variable en el sistema de
ecuaciones.

» Por cada letra p se incluye las ecuaciones:

IA

—p 0

p

IA
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Programacion lineal es PTIME-completo: Demostracion

Ademas, el sistema incluye las siguientes ecuaciones:

» Si p es una conjuncién en :

—p < -1

» Si(=p1 V- -V -p,V q) es una conjuncién en p:

(i:;»)—q < n-1

i=1

» Si (—p1 V-V —p,) es una conjuncién en ¢:

(im) < n-1

i=1
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Completitud en otras clases de complejidad

Encontrar un problema completo para una clase de complejidad
nos ayuda a caracterizarla.

» Hemos hecho esto para NLOGSPACE, PTIME y NP

Otra clase muy importante: PSPACE

» Clase de problemas que pueden ser resueltos eficientemente en
términos de espacio

i Qué problemas son completos para la clase PSPACE?
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Un primer problema completo para PSPACE

Notacion

L(r) es el lenguaje representado por una expresion regular r.

Decimos que una expresion regular r; estd contenida en una
expresion regular ry si L(r) € L(r).
» Por ejemplo: (01)* estd contenida en (0 + 1)*
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Un primer problema completo para PSPACE

Notacion

L(r) es el lenguaje representado por una expresion regular r.

Decimos que una expresion regular r; estd contenida en una
expresion regular ry si L(r) € L(r).
» Por ejemplo: (01)* estd contenida en (0 + 1)*

Notacién
rn C r: n estd contenida en rs.
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Un primer problema completo para PSPACE

Sea CONT-REG el siguiente problema:

CONT-REG = {(r1,m) | rn y r» son expresiones

regulares tales que r; C rp}

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 48 / 96



Un primer problema completo para PSPACE

Sea CONT-REG el siguiente problema:

CONT-REG = {(r1,m) | rn y r» son expresiones

regulares tales que r; C rp}

Este es un problema que aparece en muchas aplicaciones practicas.
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Un primer problema completo para PSPACE

Sea CONT-REG el siguiente problema:

CONT-REG = {(r1,m) | n y r2 son expresiones

regulares tales que r; C rp}

Este es un problema que aparece en muchas aplicaciones practicas.

» Optimizacién de consultas sobre bases de datos XML
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Un primer problema completo para PSPACE

Sea CONT-REG el siguiente problema:

CONT-REG = {(r1,m) | n y r2 son expresiones

regulares tales que r; C rp}

Este es un problema que aparece en muchas aplicaciones practicas.

» Optimizacién de consultas sobre bases de datos XML

Teorema (Meyer & Stockmeyer)
CONT-REG es PSPACE-completo.
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Primero tenemos que demostrar que CONT-REG € PSPACE.

» ;Coémo se demuestra esto?
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Primero tenemos que demostrar que CONT-REG € PSPACE.

» ;Coémo se demuestra esto?

En segundo lugar, tenemos que demostrar que CONT-REG es
PSPACE-hard.

» Vamos a demostrar que para todo L € PSPACE, se tiene que
L <,¢ CONT-REG

» ;jPor qué basta con demostrar esto?
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Por demostrar: Existe una funcién f : ©* — ¥* tal que

» f es computable en espacio logaritmico

» paracadaw € X*: w € Lsiy sélosi f(w) € CONT-REG

Notacion
f(w) = (rw,sw)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Como L € PSPACE, existe una MT M = (Q, %, T, qo, 9, F)
determinista con una cinta de trabajo tal que:

» M para en todas las entradas
» L=L(M)

» sy(n) es O(n€), donde ¢ > 0 es un niimero natural

i Por qué consideramos sélo una cinta de trabajo?
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Como L € PSPACE, existe una MT M = (Q, %, T, qo, 9, F)
determinista con una cinta de trabajo tal que:

» M para en todas las entradas
» L=L(M)

» sy(n) es O(n€), donde ¢ > 0 es un niimero natural

i Por qué consideramos sélo una cinta de trabajo?

Vamos a representar el funcionamiento de M con entrada w
usando los lenguajes regulares r,, y sy :

M acepta w siy sélo si L(ry) Z L(sw)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Sin perdida de generalidad suponemos que:
» w=2a;---ap, dondecadaagieXxyn>1

» Para cada g € Qy (a,b) €2, si §(q, a, b) estd definido,
entonces q # gm

i Por qué podemos suponer esto?

» ;Qué hacemos con la entrada w = &7
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Sea A=TU( x {x}H)UQU{#,S, %}

» Suponemos que estos conjuntos son disjuntos
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Sea A=TU( x {x}H)UQU{#,S, %}

» Suponemos que estos conjuntos son disjuntos

Una configuraciéon de M es representada por una palabra en el
lenguaje regular:

#QS(M U (I x {x}))"2 %(I U (I x {x}))()+
» El simbolo x es usado para indicar las posiciones de las
cabezas lectoras

» Dado W = {by,..., b} C A, el conjunto W representa a la
expresion regular (by + - -+ + by)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Definimos r,, = A* y s, = s1 + s> + s3 + s, donde:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Definimos r,, = A* y s, = s1 + s> + s3 + s, donde:

> s;: Palabras que no representan una sucesién de
configuraciones de M con entrada w
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Definimos r,, = A* y s, = s1 + s> + s3 + s, donde:

> s;: Palabras que no representan una sucesién de
configuraciones de M con entrada w
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M con entrada w
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Definimos r,, = A* y s, = s1 + s> + s3 + s, donde:

> s;: Palabras que no representan una sucesién de
configuraciones de M con entrada w

» sp: Palabras que no comienzan con la configuracién inicial de
M con entrada w
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

Definimos r,, = A* y s, = s1 + s> + s3 + s, donde:

> s;: Palabras que no representan una sucesién de
configuraciones de M con entrada w

» sp: Palabras que no comienzan con la configuracién inicial de
M con entrada w

» s3: Palabras que no terminan con una configuracién final de
M con entrada w

» s, Palabras que contienen de manera consecutiva a dos
configuraciones o y 8 de M con entrada w tales que ooy 8 no
estan de acuerdo con ¢
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s1 se define como la unién de las siguientes expresiones:

» El primer simbolo de la palabra no es #:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s1 se define como la unién de las siguientes expresiones:

» El primer simbolo de la palabra no es #:

st = e+ (ANA{#})AT
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s1 se define como la unién de las siguientes expresiones:

» El primer simbolo de la palabra no es #:

st = e+ (ANA{#})AT

» Después de un simbolo # no aparece inmediatamente un
estado:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s1 se define como la unién de las siguientes expresiones:

» El primer simbolo de la palabra no es #:

st = e+ (ANA{#})AT

» Después de un simbolo # no aparece inmediatamente un
estado:

si2 = A'#(e+ (AN Q)AY)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:

si3 = A'Q(e+ (AN {$})A%)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:

si3 = A'Q(e+ (AN {$})A%)

» Después de un simbolo $ no aparece inmediatamente el
simbolo F:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:

si3 = A'Q(e+ (AN {$})A%)

» Después de un simbolo $ no aparece inmediatamente el
simbolo F:

sia = A'$(e+ (AN {F (F,%)}A")
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:

si3 = A'Q(e+ (AN {$})A%)

» Después de un simbolo $ no aparece inmediatamente el
simbolo F:

sia = A'$(e+ (AN {F (F,%)}A")

» Después de $ - no aparece el simbolo %:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo en @ no aparece inmediatamente el
simbolo $:

si3 = A'Q(e+ (AN {$})A%)

» Después de un simbolo $ no aparece inmediatamente el
simbolo F:

sia = A'$(e+ (AN {F (F,%)}A")

» Después de $ - no aparece el simbolo %:

S15 = A*${}_*(F*)}(A\{%})*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:

sie = A'S{F,(F,%)He + (A~ {%))" %A*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:

sie = A'S{F,(F,%)He + (A~ {%))" %A*

» Entre $ Fy % se tiene mds de n+ 1 simbolos distintos de %:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:

sie = ATH{E, (F9)H(e + (A {%]}))" %A

» Entre $ Fy % se tiene mds de n+ 1 simbolos distintos de %:

sz = A () HA N A{ %) (AN { %)) %A
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:

sie = A'S{F,(F,%)He + (A~ {%))" %A*

» Entre $ Fy % se tiene mds de n+ 1 simbolos distintos de %:

sz = A () HA N A{ %) (AN { %)) %A

» Entre los n simbolos que aparecen después de $ I, hay al
menos uno que no corresponden a w:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre $ -y % se tiene menos de n + 1 simbolos distintos del
simbolo %:

sie = ATH{E, (F9)H(e + (A {%]}))" %A

» Entre $ Fy % se tiene mds de n+ 1 simbolos distintos de %:

sz = A () HA N A{ %) (AN { %)) %A

» Entre los n simbolos que aparecen después de $ I, hay al
menos uno que no corresponden a w:

n

S18 = Z (A*${}—, (l—,*)}Ai_l(A AN {a,-, (a,-,*)})A*)

i=1
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:

si9 = A (F*)}A"(A N {B,(B,x)})A*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:

so = A'S{F,(F,%)}A"(A ~ {B, (B, %)})A*

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, no hay
ninguno marcado con el simbolo *:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:

si9 = A (F*)}A"(A N {B,(B,x)})A*

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, no hay
ninguno marcado con el simbolo *:

stio = A'S(A~ (T x {x}))"2A*

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 58 / 96



CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:

sig = A (F,%)}A"(A N {B,(B,x)})A*

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, no hay
ninguno marcado con el simbolo *:

stio = A'S(A~ (T x {x}))"2A*

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, hay al
menos dos marcados con el simbolo x:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El simbolo n+ 1 que aparece después de $ - no es B:

sio = ATHE, (F#)}AT(A N {B, (B, x)})A"

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, no hay
ninguno marcado con el simbolo *:

51710 = A*$(A AN (F X {*}))n+2A*

» Entre los n+ 2 simbolos que aparecen después de $, hay al
menos dos marcados con el simbolo x:

s o= ) <A*$Ai_1(l‘><{*})Aj‘(i+1)(rx{*})A*>

1<i<j<n+2
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:

stz = A" %(e+ (A ~A{F, (F,%)})AY)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:

st = A %(e + (A~ {F, (F, %) DAY

» Después de % = hay menos de sp;(n) simbolos:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:

sti2 = A" %(e+ (ANA{F, (F,%)})A")

» Después de % = hay menos de sp;(n) simbolos:

s1i3 = A" %{F, (F,%)}e + A)SM(")*l
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:

stz = A" %(e+ (A ~A{F, (F,%)})AY)

» Después de % = hay menos de sp;(n) simbolos:

stz = AT%{F, (k%) (e +A)m-t

» Entre % I y # aparecen menos de sy (n) simbolos distintos

de #:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de un simbolo % no aparece inmediatamente el
simbolo F:

S1,12 = A* %(E + (A AN {F, (F*)})A*)

» Después de % = hay menos de sp;(n) simbolos:
stz = A" %{F, (k%) }e + A) ™
» Entre % I y # aparecen menos de sy (n) simbolos distintos
de #:

s1,14 = A%, (%) He + (A~ {#}))SM(H)*I#A*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de % b aparecen mds de sy (n) simbolos distintos de

#:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de % b aparecen mds de sy (n) simbolos distintos de

#:
S1,15 = A* %{}—1 (F:*)}(A N {#})sm(n)+1A*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de % b aparecen mds de sy (n) simbolos distintos de

#:
S1,15 = A* %{}—1 (F:*)}(A N {#})sm(n)+1A*

» Entre los sp(n) simbolos que aparecen después de % I, hay
uno que no esta en I
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Después de % b aparecen mds de sy (n) simbolos distintos de

#:
s = A" %{F, (F,*)HA N (#£}) M+ A

» Entre los sp(n) simbolos que aparecen después de % I, hay
uno que no esta en I

sm(n)

e = 2 (7% (- (R ATHAN (MU x (h)a°)

i=1
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre los sps(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, no
hay ninguno marcado con el simbolo *:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre los sps(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, no
hay ninguno marcado con el simbolo *:

si17 = A %(A N (T x {x}))m+iax
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre los sps(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, no
hay ninguno marcado con el simbolo *:

si17 = A %(A N (T x {x}))m+iax

» Entre los sp(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, hay
al menos dos marcados con el simbolo *:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Entre los sps(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, no
hay ninguno marcado con el simbolo *:

s117 = A %(A N (T x {x}))m(+1a*
» Entre los sp(n) + 1 simbolos que aparecen después de %, hay
al menos dos marcados con el simbolo *:

S1,18 =

Z <A* %A"1(rx{*})Af("+1>(r><{*})A*>

1<i<j<sm(n)+1

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 61 / 96



CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

» La primera configuracién en la palabra no tiene al estado
inicial:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

» La primera configuracién en la palabra no tiene al estado
inicial:

51 = #(Q~{qo})A
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

» La primera configuracién en la palabra no tiene al estado
inicial:

51 = #(Q~{qo})A

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de lectura en la posicién 1:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

» La primera configuracién en la palabra no tiene al estado
inicial:

51 = #(Q~{qo})A

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de lectura en la posicién 1:

o2 = #qo$AaA*
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de trabajo en la posiciéon 1:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de trabajo en la posiciéon 1:

3 = #qo$F (a1, *)az--- anB NArA”
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de trabajo en la posiciéon 1:

3 = #qo$F (a1, *)az--- anB NArA”

» La primera configuracién en la palabra no tiene sélo blancos
en la cinta de trabajo:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» La primera configuracién en la palabra no tiene a la cabeza
lectora de la cinta de trabajo en la posiciéon 1:

5273 = #q0$ F (al, *)32 s a,,B %AFA*

» La primera configuracién en la palabra no tiene sélo blancos
en la cinta de trabajo:

4 = #qo$F (a1, x)az---aB%
sm(n)

(A~ {BHHA+ > <B*B’ 2(A < {B})A ﬂ

=2
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s3 se define como:

5 = A*#(Q - {qm})$An+2 %ASM(H)+1
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

> Una celda de la cinta de trabajo que no es apuntada por la
cabeza lectora cambié de contenido:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

s, se define como la unién de las siguientes expresiones:

> Una celda de la cinta de trabajo que no es apuntada por la
cabeza lectora cambié de contenido:

sm(n)+1
1= ) Z(A*#Q$A”+2 opi—1grsm(n)+1-i
i=1 ael

#QSA™2 %I (M {ah)+((Mx {x})~{(a, *)}))I'SM(”)“"A*>
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio de estado para un tripleen Q@ x I' X I' que no
estd en el dominio de 4:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio de estado para un tripleen Q@ x I' X I' que no
estd en el dominio de 4:

n+2 sm(n)+

w-5%yy s

1 acl bel geQ:0(q,a,b) no estd definido

(A*#q$Ai1(a,*)A"+2i %Ajfl(bd()AsM(n)nLlfj

#(Q ~ {q})$A"+? %ASM(H)+1A*>

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 66 / 96



CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en la posicién de la cabeza lectora de la cinta
de lectura para un triple en @ X ' X [ que no estd en el
dominio de 9:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en la posicién de la cabeza lectora de la cinta
de lectura para un triple en @ X ' X [ que no estd en el
dominio de 9:

n+2 sy(n)+1

3=, D D) 2.

i=1 j=1 acl bel qeQ:4(q,a,b) no estd definido

(A*#C’$Ai_1(a, K) AT ATTY (b x) AL

#Q$Ai—1|—An+2—i %ASM(H)+1A*>
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en la posicién de la cabeza lectora de la cinta
de trabajo para un triple en @ x I' X I' que no estd en el
dominio de 9:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en la posicién de la cabeza lectora de la cinta
de trabajo para un triple en @ x I' X I' que no estd en el
dominio de 9:

n+2 sy(n)+1

sa =D, D D) 2.

i=1 j=1 acl bel qeQ:4(q,a,b) no estd definido

(A*#C’$Ai_1(a, K) AT ATTY (b x) AL

#Q$An+2 %Aj—ll—AsM(n)+1—jA*>
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en el contenido de la celda de la cinta de
trabajo apuntada por la cabeza lectora para un triple en
® x I x T que no estd en el dominio de §:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» Hay un cambio en el contenido de la celda de la cinta de
trabajo apuntada por la cabeza lectora para un triple en
® x I x T que no estd en el dominio de §:

n+2 sm(n

oYY Yy D

i=1 j=1 a€cl bel qeQ:5(q,a,b) no esta definido

(A*#q$ﬂ’l<a7*)A"+2’ %O (b, %) A

HQSA™2 % AT (T x {x}) ~ {(b, *)})A“”‘"””A*)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de estado para un triple en @ x ' X I no estd de
acuerdo con §:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de estado para un triple en @ x ' X I no estd de
acuerdo con §:

n+2 sm(n)+

oY XYY 2

i=1 j=1 acl bel geQ ¢’'€Q:5(q,a,b)=(q",X,c,Y) y g'#q"

(A*#q$Ai1(a,*)A"+2i %Ajfl(bd()AsM(n)nLlfj

#q$An+2(VASM +1A>
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de la posicién de la cabeza lectora de la cinta de
lectura para un triple en @ X I' X I no estad de acuerdo con §:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de la posicién de la cabeza lectora de la cinta de

lectura para un triple en @ X I' X I no estad de acuerdo con §:

n+2 sm(n)+1

2.2, D

i=1 j=1 acl bel geQ ke[1,n+2]:5(q,a,b)=(q"",X,c,Y) y i+X#k

(A #qSATH(a, %) A2 RN (b, %) ATM(M L=

#QSAKTHT x {x})AmH>k %ASMW“A*)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de la posicién de la cabeza lectora de la cinta de
trabajo para un triple en @ x ' x I no esta de acuerdo con 9:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio de la posicién de la cabeza lectora de la cinta de
trabajo para un triple en @ x ' x I no esta de acuerdo con 9:

2.2, D

Jj=1 acl bel qeQ ke[l,sm(n)+1]:8(q,a,b)=(q",X,c,Y) y j+Y#k

n+2 sm(n)+1

=

1
(A #CI$AI 1 a *)An+2 ICyA_j 1(b7*)ASM(n)+17j

#Q$An+2 %Akfl(r « {*})Asm(n)+lkA*)
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio en el valor de la celda apuntada por la cabeza
lectora de la cinta de trabajo para un tripleen @ x I X I no
estd de acuerdo con 9:
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CONT-REG es PSPACE-completo: Demostracién

» El cambio en el valor de la celda apuntada por la cabeza
lectora de la cinta de trabajo para un tripleen @ x I X I no
estd de acuerdo con 9:

n+2 sp(n)+1

e =D D D)), 2.

i=1 j=1 acl bel geQ derl :6(q,a,b)=(q",X,c,Y) y c#d

<A*#q$Ai1(a,*)An+2i %Ajfl(bfk)AsM(n)nLlfj

#Q$An+2 %Ajfl(d + (d,*))ASM(n)+1jA*>
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Un segundo problema completo para PSPACE

Sea TOTAL-REG el siguiente problema:

TOTAL-REG = {r | r es una expresién regular
sobre un alfabeto X y L(r) = X*}
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Un segundo problema completo para PSPACE

Sea TOTAL-REG el siguiente problema:

TOTAL-REG = {r | r es una expresién regular
sobre un alfabeto ¥ y L(r) = X*}

Teorema (Meyer & Stockmeyer)
TOTAL-REG es PSPACE-completo.

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 74 / 96



Un segundo problema completo para PSPACE

Sea TOTAL-REG el siguiente problema:

TOTAL-REG = {r | r es una expresién regular
sobre un alfabeto ¥ y L(r) = X*}

Teorema (Meyer & Stockmeyer)
TOTAL-REG es PSPACE-completo.

Ejercicio

Demuestre el teorema.

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad

74 / 96



Un tercer problema completo para PSPACE

Decimos que dos expresiones regulares r; y ro son equivalentes si
L(rl) = L(rz).
» Usamos la notacién rn = np

Sea EQUIV-REG el siguiente problema:

EQUIV-REG = {(r, )| rn y r» son expresiones

regulares tales que 1 =}
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Un tercer problema completo para PSPACE

Teorema (Meyer & Stockmeyer)
EQUIV-REG es PSPACE-completo.
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Un tercer problema completo para PSPACE

Teorema (Meyer & Stockmeyer)
EQUIV-REG es PSPACE-completo.

Ejercicio

Demuestre que CONT-REG <28 EQUIV-REG.
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Otro problema completo para PSPACE

Sabemos que SAT es completo para la clase NP.

» Dada una férmula proposicional ¢, el problema a resolver es
verificar si existe una asignacién de verdad que satisface ¢

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 77 / 96



Otro problema completo para PSPACE

Sabemos que SAT es completo para la clase NP.

» Dada una férmula proposicional ¢, el problema a resolver es
verificar si existe una asignacién de verdad que satisface ¢

Podemos entonces escribir 3xg - - - dxx ¢ en lugar de ¢.
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Otro problema completo para PSPACE

Sabemos que SAT es completo para la clase NP.

» Dada una férmula proposicional ¢, el problema a resolver es
verificar si existe una asignacién de verdad que satisface ¢

Podemos entonces escribir 3xg - - - dxx ¢ en lugar de ¢.
» Por ejemplo: Ip3q3r(pV —q)A(=pV gV r)A(=pV —r)
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Otro problema completo para PSPACE

Sabemos que SAT es completo para la clase NP.

» Dada una férmula proposicional ¢, el problema a resolver es
verificar si existe una asignacién de verdad que satisface ¢

Podemos entonces escribir 3xg - - - dxx ¢ en lugar de ¢.

» Por ejemplo: Ipdq3r(pV —q) A(=pV gV r)A(—=pV —r)

i Qué pasaria si usdramos el cuantificador universal?
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Otro problema completo para PSPACE

Sabemos que SAT es completo para la clase NP.

» Dada una férmula proposicional ¢, el problema a resolver es
verificar si existe una asignacién de verdad que satisface ¢

Podemos entonces escribir 3xg - - - dxx ¢ en lugar de ¢.
» Por ejemplo: Ip3q3r(pV —q)A(=pV gV r)A(=pV —r)

i Qué pasaria si usdramos el cuantificador universal?

» ;i Qué significa VpVq(pV q) A (—pV —q)?
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Otro problema completo para PSPACE

Una férmula proposicional cuantificada es de la forma:
Qux1Qox2 - -+ Quxk

donde:

> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xi, ..

» cada Q; € {3,V}
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Otro problema completo para PSPACE

Una férmula proposicional cuantificada es de la forma:
Qux1 Qaxg - - Quxk ¢

donde:
> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xg, ..., xk
» cada Q; € {3,V}

La semdntica de estas férmulas se define como para el caso de la
|6gica de primer-orden.
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Otro problema completo para PSPACE

Una férmula proposicional cuantificada es de la forma:
Qux1Qox2 - -+ Quxk

donde:
> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xg, ..., xk
» cada Q; € {3,V}

La semdntica de estas férmulas se define como para el caso de la
|6gica de primer-orden.

» ;Es vdlida la férmula 3qVp(pV q) A (—p V —q)?
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Otro problema completo para PSPACE

Una férmula proposicional cuantificada es de la forma:
Qux1Qox2 - -+ Quxk

donde:
> ¢ es una férmula proposicional sobre las variables xg, ..., xk
» cada Q; € {3,V}

La semdntica de estas férmulas se define como para el caso de la
|6gica de primer-orden.

» ;Es vdlida la férmula 3qVp(pV q) A (—p V —q)?
» ;Y qué pasa en el caso de VpIqg(pV q) A (—pV —q)?
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Otro problema completo para PSPACE

El lenguaje QBF se define como:

QBF = {¢ | ¢ es una férmula proposicional

cuantificada y ¢ es valida}
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Otro problema completo para PSPACE

El lenguaje QBF se define como:

QBF = {¢ | ¢ es una férmula proposicional

cuantificada y ¢ es valida}

Teorema
QBF es PSPACE-completo.
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Otro problema completo para PSPACE

El lenguaje QBF se define como:

QBF = {¢ | ¢ es una férmula proposicional

cuantificada y ¢ es valida}

Teorema
QBF es PSPACE-completo.

Ejercicio
Demuestre que QBF estd en PSPACE.
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Completitud sobre PSPACE

También es importante conocer problemas completos para clases
de complejidad sobre PSPACE.

> Nuestro estudio va a concluir con las clases EXPTIME y
NEXPTIME

Vamos a ver que estas clases estan relacionas con PTIME y NP.

» Esto nos va a dar algunos problemas completos para
NEXPTIME
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iEs EXPTIME # NEXPTIME?

Teorema
Si EXPTIME #+ NEXPTIME, entonces PTIME # NP.

Demostracién: Suponga que PTIME = NP.

Sea L € NEXPTIME: Existe una MT no determinista M que
acepta Ly funciona en tiempo O(2"k).

Por demostrar: L € EXPTIME.
> Vamos a utilizar la técnica de “padding”

» Agregando simbolos a la entrada se puede cambiar la
complejidad de un problema
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iEs EXPTIME # NEXPTIME?

Sea L' = {w#2"" | we L),

» Suponemos que # es un simbolo nuevo

Como L € NEXPTIME, se tiene que L' € NP.
> ;Por qué?

Pero por hipétesis tenemos que PTIME = NP, de lo que
concluimos que L' € PTIME.

» Existe una MT determinista M’ que acepta L’ y funciona en
tiempo O(n’)
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iEs EXPTIME # NEXPTIME?

Como L' € PTIME, podemos construir una MT determinista M*
que acepta L y funciona en tiempo O(2").

Wk ,
» Con entrada w: M* genera la palabra W#2‘ | y después

wlk
utiliza M’ para verificar si w#2" € L/

Concluimos que L € EXPTIME.
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La relacién entre NP y NEXPTIME

Vimos una primera relacién entre las clases NP y NEXPTIME.

> La técnica de padding nos dice que cada problema en
NEXPTIME corresponde con un problema en NP pero con
una entrada exponencialmente mas sucinta

Esta idea nos permite generar problema completos para la clase
NEXPTIME.

Pero antes tenemos que mostrar como representar las entradas de
manera sucinta.
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La relacién entre NP y NEXPTIME

Vimos una primera relacién entre las clases NP y NEXPTIME.

> La técnica de padding nos dice que cada problema en
NEXPTIME corresponde con un problema en NP pero con
una entrada exponencialmente mas sucinta

Esta idea nos permite generar problema completos para la clase
NEXPTIME.

Pero antes tenemos que mostrar como representar las entradas de
manera sucinta.

» Vamos a utilizar circuitos Booleanos
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Circuitos Booleanos

Un circuito Booleano es un grafo dirigido aciclico tal que:

» Cada nodo sin arcos de entrada tiene etiqueta 0 6 1
» Cada nodo con arcos de entrada tiene etiqueta =, A o V
» Un nodo con etiqueta — tienen un arco de entrada

» Existe un tnico nodo sin arcos de salida

Notacion
» Nodo de entrada: Sin arcos de entrada
» Nodo interior: Con arcos de entrada

» Nodo de salida: Sin arcos de salida
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Circuito Booleano: Ejemplo
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Circuitos Booleanos como funciones

Cada circuito Booleano puede ser interpretado como una funcién:
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Circuitos Booleanos como funciones

Cada circuito Booleano puede ser interpretado como una funcién:

» Toma como entrada los valores en los nodos de entrada
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Circuitos Booleanos como funciones

Cada circuito Booleano puede ser interpretado como una funcién:

» Toma como entrada los valores en los nodos de entrada

» Asocia a cada nodo interior N el resultado de evaluar la
etiqueta de N sobre los valores asociados a los nodos que
tienen arcos a NV
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Circuitos Booleanos como funciones

Cada circuito Booleano puede ser interpretado como una funcién:

» Toma como entrada los valores en los nodos de entrada

» Asocia a cada nodo interior N el resultado de evaluar la
etiqueta de N sobre los valores asociados a los nodos que
tienen arcos a NV

» Tiene como resultado el valor asociado al nodo de salida
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Circuitos Booleanos como funciones: Ejemplo
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Circuitos Booleanos como funciones

Circuito en el ejemplo anterior representa la funcién:

1 xi=y1yx2=y

f(X17X27)/17)/2) =
0 en otro caso

Para indicar la funcidén que representa un circuito:

» Reemplazamos las etiquetas 0 y 1 por variables

» Usamos un arco sin nodo de destino para indicar la salida
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Circuito Booleano como funcién: Ejemplo
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Representando grafos como circuito Booleanos

Vamos a representar cada grafo G como un circuito Booleano Cg.
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Representando grafos como circuito Booleanos

Vamos a representar cada grafo G como un circuito Booleano Cg.

Suponga que G tiene 2" nodos:
» (¢ tiene 2n entradas

» A cada nodo le corresponde un nimero binario de largo n
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Representando grafos como circuito Booleanos

Vamos a representar cada grafo G como un circuito Booleano Cg.

Suponga que G tiene 2" nodos:
» (¢ tiene 2n entradas

» A cada nodo le corresponde un nimero binario de largo n

Sean a, b dos nodos en G, y sean a1 ---ap, by --- by sus
representaciones binarias.
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Representando grafos como circuito Booleanos

Vamos a representar cada grafo G como un circuito Booleano Cg.

Suponga que G tiene 2" nodos:
» (¢ tiene 2n entradas

» A cada nodo le corresponde un nimero binario de largo n

Sean a, b dos nodos en G, y sean a1 ---ap, by --- by sus
representaciones binarias.

» Se tiene que: (a, b) es un arco en G siy sélo si
Ce(at, .. ambi,... . by) =1

11C3242 — Nociones de Reduccién y Completitud para una Clase de Complejidad 91 / 96



Representando grafos como circuito Booleanos

Ejercicio
1. Represente el siguiente grafo como un circuito Booleano:

I

@/\/\

7

2. jCémo representaria un clique con 2% nodos? j De qué tamafio
€s su representacién?
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Un camino en un grafo es Hamiltoniano si pasa exactamente una
vez por cada nodo del grafo.

Ejemplo

El camino en rojo es Hamiltoniano:
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Un problema muy conocido:

HP = {G | G tiene un camino Hamiltoniano}

i Cudl es la complejidad de HP?
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Un problema muy conocido:

HP = {G | G tiene un camino Hamiltoniano}

i Cudl es la complejidad de HP?

Teorema
HP es NP-completo.
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Ahora consideramos la version sucinta de HP:

Succinct-HP = {Cg | G tiene un camino Hamiltoniano}

i Cudl es la complejidad de Succinct-HP?
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Ahora consideramos la version sucinta de HP:

Succinct-HP = {Cg | G tiene un camino Hamiltoniano}

i Cudl es la complejidad de Succinct-HP?

Teorema
Succinct-HP es NEXPTIME-completo.
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Un problema NEXPTIME-completo: Succinct-HP

Ahora consideramos la version sucinta de HP:

Succinct-HP = {Cg | G tiene un camino Hamiltoniano}

i Cudl es la complejidad de Succinct-HP?

Teorema
Succinct-HP es NEXPTIME-completo.

Ejercicio
Demuestre que Succinct-HP esta en NEXPTIME.
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Otro problema completo para NEXPTIME

También existe una versidn sucinta de 3-CNF-SAT.
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Otro problema completo para NEXPTIME

También existe una versidn sucinta de 3-CNF-SAT.

» ;Coémo representaria una conjuncién de clausulas de manera
sucinta?
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Otro problema completo para NEXPTIME

También existe una versidn sucinta de 3-CNF-SAT.

» ;Coémo representaria una conjuncién de clausulas de manera
sucinta?

» Este problema también es NEXPTIME-completo
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