Transformacién de dominio y
la transformada rapida de Fourier
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Representacién de un polinomio

La representacién candnica de un polinomio p(x) no nulo es:

n—1
p(x) = D ax
i=0

donde n > 1, a,_1 # 0y el grado de p(x) es n —1

Los coeficientes a; de p(x) son niimeros racionales

» Pero vamos a evaluar estos polinomios tanto sobre niimeros racionales
como sobre ndmeros reales y complejos

Representamos p(x) a través del vector (ag, ..., an—1)

» También podemos representar p(x) como un vector
(a0, .- -,an-1,0,...,0) donde cada términos x' tiene coeficiente 0'si i > n
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Suma de polinomios

La suma de dos polinomios (ag,...,an-1)y (bo,...,bn—1) es un
polinomio (co, ..., cy—1) tal que:
¢ = aj+b; para i€ {0,...,n—1}

Consideramos a la suma y multiplicacién de nimeros en C como las
operaciones bdsicas a contar.

» La suma de dos polinomios puede ser calculada en tiempo O(n)
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Multiplicacién de polinomios

La multiplicacién de dos polinomios (ao,...,an—1) y (bo,..., bn—1) €s un
polinomio (¢, ..., c2n—2) tal que:

¢ = Z ax - by para i € {0,...,2n—2}
k,£€{0,...,n—1} : k+-£=i

La multiplicacién de dos polinomios puede ser calculada en tiempo O(n?)

» jPodemos realizar esta operacién en un orden menor?
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Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 se puede representar de manera dnica a
través de un conjunto de n pares de puntos-valores:

suponiendo que v; # vj para i # j

Ejemplo

El polinomio p(x) =1+ x + x2 es representado de manera dnica a través del
conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,7)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(_2» 3)7 (07 1)7 (57 31)}
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Una representacién alternativa de un polinomio

Un polinomio p(x) de grado n — 1 también se puede representar de manera
lnica a través de un conjunto de pares de puntos-valores con m > n elementos:

{(vo, p(v0)); - - s (Va—1, P(Vn-1)), (v, (Vi) -+ (Vin—1, P(Vin—1)) },

suponiendo que v; # vj para i # j

Ejemplo

El polinomio p(x) = 1 + 2x es representado de manera tnica a través del
conjunto de pares de puntos-valores:

{(0,1),(1,3),(2,5)}

y también a través del conjunto de pares de puntos-valores:

{(-2,-3),(0,1),(5,11),(7,15)}
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i Por qué es til la representacién basada en
puntos-valores?

Sean p(x) y g(x) polinomios de grado n — 1 representados por:

{(V07 p(VO))’ ) (anlv p(anl))}
{(V07 q(VO))v R (Vn—17 q(Vn—l))}

El polinomio r(x) = p(x) 4+ g(x) es representado por:
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i Por qué es til la representacién basada en
puntos-valores?

Suponga que se agrega n puntos a las representaciones de p(x) y g(x):

iPodemos sumar y multiplicar polinomios en tiempo O(n) si estdn
representados por pares de puntos-valores!

» Suponiendo que usamos los mismos puntos vo, vi, ..., Van—1
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La situacidon hasta ahora

p(x) = (a0, ..., an—1) p(x) = {(vo, p(w)),. .., (van—1, P(van_1))}
q(x) = (bo, ..., bn-1) q(x) = {(vo, g(v)); - - -, (van—1, q(v2n—1))}
o(n?) O(n)
y p(x) - a(x) = {(v0, p(v0) - G(w)), ..
[P(x) -q(x) ~ (co, - .-, C2n72)] [ e (Vont, p(van_1) - q(V2,,1))}]
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La situacidon hasta ahora

p(x) = (a0, -, ap-1) ? p(x) — {(w, p(v)), - .., (van—1, p(van—1))}
q(x) = (bo, ..., bn—1) q(x) = {(v, q(w)), - - -, (van—1,q(van-1))}
o(n?) O(n)
y p(x) - (%) = {(v0, p(v0) - G(w0)), -
[P(x) -q(x) ~ (co, - .-, C2n72)]4—? [ e (Vont, p(van_1) - q(V2,,1))}]
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De la representacion candnica a la de puntos-valores

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) de grado n en su representacién candnica y un
punto v, de un algoritmo que calcule p(v) en tiempo O(n)

Podemos entonces pasar de la representacién candnica a la de
puntos-valores en tiempo O(n?)
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De la representacion puntos-valores a la candnica

Sea p(x) un polinomio de grado n — 1 dado por una representacién
punto-valores:

{(V07 p(VO))’ B (V"*h p(vnfl))a (Vlh P(Vn))7 sy (mela p(mel))},

donde m>n

Podemos pasar a la representacién canénica de p(x) utilizando férmula de
Lagrange:

P = et (] L)

jeton ey i Vi Vi)
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De la representacion puntos-valores a la candnica

Ejercicio
Dado un polinomio p(x) representando por el conjunto de punto-valores

{(vo, p(W)), - - (Van—1, p(van—1))}, muestre que la férmula de Lagrange
permite construir la forma canénica de p(x) en tiempo O(n?)
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Todavia no tenemos un algoritmo mds rapido para
multiplicar polinomios

p(x) = (a0, an-1) O(n2) p(x) = {(vo, p(v0)),- - -, (van—1, p(v2n—1))}
q(x) = (bo, - .., bn-1) q(x) = {(v, q(w)), - - -, (van-1, g(van-1))}
O(n2) O(n)

y ’ p(x) - q(x) = {(w, p(v0) - 4(0)), ..
[P(x) ~q(x) ~ (co, .-, C2n72)] o) o (Vane1, p(van—1) - q(\,2n1))}]
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La solucién: la transformada rapida de Fourier

p(x) = (a0, .., an1) | O -1082(n) [ p(x) = {(vo, p(w0)), .-, (Van—1, P(v2n-1))}
a(x) = (bo,- o ban) [ | a(x) = {(ve,a(w))s- -+, (van1, G(v2n-1))}
o(n) O(n)

p(x) - a(x) = {(v, p(v) - g(w)), ...
coos (van—1, p(van—1) - q(van—1))}
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La solucién: la transformada rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier nos va a permitir entonces calcular la
multiplicacién de dos polinomios de grado n — 1 en tiempo O(n - log,(n))

» La idea clave es como elegir los puntos vo, ..., van—1 cuando se calcula la
representacién como punto-valores de un polinomio de grado n — 1

Los niimeros complejos y las raices de la unidad juegan un papel fundamental
en la definicién de la transformada rapida de Fourier.
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La férmula de Euler

Teorema

Para todo nimero real x:
eX = cos(x) + isin(x)

Podemos representar entonces a e’

plano complejo.

como un vector (cos(6),sin(6)) en el

> ¢ es un vector unitario: ||e”|| = cos?(8) + sin®(0) = 1
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La férmula de Euler: interpretacion geométrica

(1,0)
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La formula de Euler: las raices de la unidad

Dado n > 1, queremos encontrar las n raices del polinomio p(x) = x" —1
» Sabemos que este polinomio tiene n raices en los niimeros complejos

» Llamamos a estos elementos las n-raices de la unidad

El componente basico para definir las n-raices de la unidad:

2mi

wp, = e€enr
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La formula de Euler: las raices de la unidad

Las n-raices de la unidad son «°, wl, w2, ... wi™?!

Si k € {0,...,n— 1}, tenemos que:
W) = (7))
= (7))
_ (e27ri)k
= (cos(2m) + isin(27))*
= 1k
= 1
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La formula de Euler: las raices de la unidad

Ademas, si 0 < k < ¢ < n—1, entonces:

WE=wh = (e ) = ()
= (e7) k=1
27 (L— k)i
= (e 7 )=1
= cos (&n_k)) + isin (M) =1

2n(€ — k
= cos (M> =1
n
= é_kZO puestoqueogugn_l
n n n
= =k
Por lo tanto: g, ..., w7~ ! son elementos distintos
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Raices de la unidad: ejemplos

i Cuéles son las raices del polinomio x* — 17?

» Considerando ws = e% = e%i, tenemos que las 4-raices de la unidad son:
wg =1
wy = e?’ = cos(g)—kisin(g) =i
wi = (e2')? = €™ = cos(m) +isin(r) = —1
= 3 ; 3 .. .3 .
wp = (e?’)® = P cos(§)+/sm(7ﬂ) = —i
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Raices de la unidad: otro ejemplo

2mi
5

i Cudles son las raices del polinomio x*> — 1? Considerando ws = e'5 , tenemos
que las 5-raices de la unidad son 1, e 5 ,e5 ,e5 yes
2mi
ke
ani 7 N
es,’ .
7 \
/ \
/ \
/ I~ \
1 AN \
! 5 \
Representacién I 72° '1
geométrica: | |
\ 1
\ !
\ /
\ /
A /7
\, 7/
<
e e oY
e 5
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La transformada discreta de Fourier
n—1 ]
Dado: n > 2y un polinomio p(x) = Z aix'
i=0

Definition

La transformada discreta de Fourier (DFT) de p(x) se define como:
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i Como podemos calcular DFT de manera eficiente?

Representamos p(x) a través del vector 3 = (ao, ..., an—1)

El problema a resolver es calcular de manera eficiente la transformada discreta
de Fourier de p(x), la cual denotamos como DFT(3)

» Definimos yx = p(wk) para cada k € {0,...,n— 1}, de manera tal que
queremos calcular DFT(3) = [yo, ..., Ya—1]

Ejercicio

Muestre que DFT(3) puede ser calculada en tiempo O(n?)
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i Como podemos calcular DFT de manera eficiente?

Suponiendo que n potencia de 2, calculamos DFT(3) realizando los
siguientes pasos:

(1) Calcular DFT(3) y DFT(a;) para dos vectores 3 y a; de largo §
(2) Combinar DFT (&) y DFT(3;) para obtener DFT(3)

Es fundamental que el paso (2) sea realizado en tiempo O(n)

Ejercicio
Muestre que si el paso (2) es realizado en c - n operaciones, entonces
DFT(3) puede ser calculada en tiempo O(n - log,(n))
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La descomposicién recursiva

11C2283

Tenemos que:

n—1
o) = Sax
i=0

o1 n_1
2i 2i+1
= E az X + E azji+1 X
i=0 i=0
11 11

2i 2i
= E aj X~ +x- g ajt1 X
i=0 i=0

Definimos los polinomios:
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La descomposicién recursiva
Tenemos entonces que p(x) = g(x?) + x - r(x?)

Para calcular [p(w?), p(w}), . . ., p(w?™1)], tenemos entonces que calcular:

[a((wn)*), a((wn)?), -, al(wn ™))
[r((@2)*), r((@n)®), -, r((wh™))]

Pero si k € {0,..., 5 — 1}, entonces tenemos que:

3+ky2 n+2k
(wi ) = wy

n 2k

- wn w!‘l

I
—
[}
N

3
~
O~
S Tx
~
N

I
jursy
~—~
€
S x
~
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La descomposicién recursiva

Por lo tanto para calcular [p(w?), p(wp), . . ., p(wi™")], basta con calcular:

[a((@2)?), a((@h)?), -, a((wi D]
[F((@2)2), F((wh)?), - r((wd )]

La pregunta clave: jsi w®, w?, ..., w"~! son las n-raices de la unidad, quiénes
'
02 1y2 2712
son (wp)?, (W), «.., (w2 )7
» Dado que g y r son polinomios de grado 5 — 1, jquiénes deberian ser
n
o1 . .
(W2, (wi)?, ..., (W@ )? para poder realizar las llamadas recursivas
a DFT?
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Respondiendo la pregunta: una regla de simplificacién

Tenemos que w’'} = wk para ¢ > 0, puesto que:
k-¢ i
Whe = ( )
27 @
= (e
= e )
= OJ
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La respuesta a la pregunta

Lema

n
. oy ,
Sin > 2 es par, entonces (w9)?, (wn)?, ..., (w3 ~)? son las §-raices de la
. . - . . n
unidad (vale decir, son la raices el polinomio x2 — 1).

Demostracion: dado k € {0,..., 5 — 1}, se tiene que

(wln<)2 _ k-2

n__
Por lo tanto, (w2)?, (w})?, ..., (w2 1)2 son las §-raices de la unidad
» Puesto que (wd)?, (wh)?, ..., (w§71)2 = w%, wlg w§71 O
2
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La descomposicién recursiva (continuacién)

Recuerde que 3 = (ag,...,a,—1), y defina:

a = (ap,az,...,an—2)

51 - (31,33,...,3,,_1)

De los resultados anteriores concluimos que para calcular DFT(3),

primero tenemos que calcular DFT(3) y DFT(a;)

i Cémo se construye DFT(3) a partir de DFT(3) y DFT(3;)7?
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Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Sea:
DFT(2%) = [.0,Y%.1,---,Y0,2-1]
DFT(a1) = [yi0%11--->Y1,0-1]
Para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:
ve = p(wy)

= (k) + k-
= Q)+l ()

= Yokt w,’; “ Y1,k
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Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Ademas, para k € {0,...,5 — 1} tenemos que:
L
yark = plwi)
Dk Dy 2+k
= q((ws ") +wi (w1

= q(w"+2k)+w% wh - r(wpt)

= qwp-w )+(en)5 Wi - r(wh - w?)
= q(1-w)+e™ wk r(1-w)
= q(ws )—wk r(wy)
_ K
= q(wg) —wk- r(ws)

= yOk—wn Y1,k
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Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

Resumiendo, para k € {0,...,4 — 1} tenemos que:
Yk = Yok+whyik
Y3+k = Yok — w,’f * Y1k

Para tener un algoritmo recursivo para calcular DFT sélo nos falta el
caso base.

» Consideramos n =2 y un polinomio p(x) = ag + a1 x
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Construyendo DFT(3) a partir de DFT(3;) y DFT(a;)

2mi .
Tenemos que wy) = e2 =¢e™ = -1

> Por lo tanto: wd =1y w} = -1

Concluimos que:

0
plwy) = ao+a
1
plwy) = a—a
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Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

n—1
La entrada del algoritmo es un polinomio p(x) = Z aix’
i=0
» Este polinomio es representado por el vector 3 = (ag, ..., an—1)
Suponemos ademds que n > 2 y n es una potencia de 2

El algoritmo es llamado la transformada rapida de Fourier (FFT)

» Fue propuesto por Cooley & Tukey
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Un algoritmo recursivo eficiente para DFT

FFT(3)
(a0,-..,an—1) =2
if n =2 then
Yo=ao+ a

Y1 =a0— a1
return [yo, yi]

else
ao = (a()7 RPN an_z)
51 = (317 ey an,l)
[¥0,0, -, ¥0,2-1] := FFT (&)
yi0,--- 7X1,g—1] = FFT(a1)
wWn = e’
a:=1

for k:=0to 7 —1do
Yk ‘= Yok + Q- Y1k
Yok = Yok — Q- Y1k
a:i=a-wy

return [yo, ..., yn—1]
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Algunos comentarios sobre FFT

Ejercicios

1. Demuestre que FFT funciona en tiempo O(n - log,(n)), donde n es el
grado del polinomio de entrada.

2. Sea p(x) un polinomio representado como 3 = (ao, - . ., an—1), donde n no
es una potencia de 2.

Para evaluar p(x) en n puntos haga lo siguiente:
(i) Defina b= (ag,...,an1,0,...,0) de largo m = 2[lo&(n)]

(i) Calcule FFT(b) = [yo,---,Ym—1], y retorne [yo, ..., Yn—1]

Note que este algoritmo retorna [p(w3), ..., p(wh )] en lugar de
DFT(3), y demuestre que funciona en tiempo O(n - log,(n))
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La nueva situacién con el algoritmo FFT

- largo 2n FFT(§) [y07 o 1]

2=la a0 O | Ofnloglo) | FFT() = fo ]

p(x) i—>07(.a.0. 7. .77317771.). ) V{p(x) ~ {(W%’ yo) (wg'ﬁ_l’ﬂnil)}

a(x) > (b o) a(x) = {(Wsh, 20), -, (Wiy ™, 220-1)}
O(n)

Y

[,,(X) - q(x) > (@3 Yo - 20, - - ]

ey (w§:717 Yon—1- Z2n—1)}

(P9 - a(x) > (<o, can2) |

Todavia nos falta un algoritmo para calcular la inversa de la transformada

discreta de Fourier.
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La transformada discreta de Fourier como matriz

Suponga nuevamente que p(x Za x' con n>?2

> Paracada k€ {0,...,n—1}: yx = p(wy) Z i(wn)' —Za,

La transformada discreta de Fourier puede ser representada entonces de la
siguiente forma en notacién matricial:

1 1 12 1 ) ao Yo
1 Whn Whp e w;’77 a1 yi
1 w2 W e wi D @2 = Yy
1wl QD =) an—1 Yn—1
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La transformada discreta de Fourier como matriz

Definimos la matrix M, como:

1 1 1 e 1

1 wn w? e wi1
Mn = 1 UJi UJﬁ e wﬁ(nil)

1 w,’,’71 wi(nfl) w'(Tnfl)(nfl)

Esta matriz va a ser muy atil al momento de definir la inversa de la
transformada discreta de Fourier.
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Las matrices M, y M}

Para cada i,j € {1,...,n}, tenemos que M,[i,j] = (Wi tY ! = Wi~

» Por lo tanto M,[i,j] = M,[j, i], de lo cual se deduce que M, es una
matriz simétrica

Recuerde que la matriz adjunta A* de una matriz A se define como
Ali J] = Al 1]

» Donde b+ ci = b — ci es el conjugado del nimero complejo b + ci

Para calcular M} necesitamos calcular el conjugado de w¥

11C2283 ~— Transformacién de dominio y la transformada rapida de Fourier 42 / 55



El conjugado de wk

Tenemos que:
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Las matrices M, y M} (continuacién)

Tenemos entonces que:
Myli. 1 = Malj,i]
- @)
N G )

- (i=1-G-1)

n

Vamos a utilizar esta propiedad para calcular My - M,
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Las matrices M, y M} (continuacién)

Lema

Sea I, la matriz identidad de tamafo n. Entonces M;; - M, = n - I,

Demostracién: Sea A= M; - M,
Para i € {1,..., n}, tenemos que:

Ali, i

> Myl k] - Ma[k, 1]

n

— an—(i—l)(k—l) . wgk—l}(i—l)

k=1

k=1

n
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Las matrices M, y M} (continuacién)

Para i,j € {1,...,n} con i # j, tenemos que:
Aligl = > Mili k] - Malk,j]
k=1

= 3wy D G-
k=1

n

_ Z(w;(ffl)i%jfl))kfl

w{]—in_l i ) . . . ) .
= % yaquew, '#1(—i#0,j—i#nyj—i#—n)
(wpy "—1  V'-1  1-1

o1 G 1 w1
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M?* como una permutacion de M,

11C2283

Dado i€ {1,...,n}yj€{2,...,n}, tenemos que:

Mali,n+2 — j]

w'(1i71)<(n+27j71)

W=D (1))

WP =D (1))

W (=1 (=1)(1))
M=l =D
R G R

w716

My i, J]
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M?* como una permutacion de M,

Para j € {2,..., n}, concluimos que:
M71L,)] My[L,n+2 - j]
M312,J] Mn[2,n+2 — j]
M:[n,_j] Mn[nan+2_.j]

Vamos a usar esta propiedad para definir M; como una
permutacién de M,
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M?* como una permutacion de M,

Considere la siguiente matriz de permutacién de n x n:

100 0 00
0000 0 1
0000 1 0

Py = :

000 1 00
0010 00
0100 00

De la propiedad en la transparencia anterior se concluye que:

M: = M, P,
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Calculando la inversa de la transformada discreta
de Fourier

Tenemos los ingredientes necesarios para calcular la inversa de la
transformada discreta de Fourier.

» No necesitamos de un nuevo algoritmo para calcularla

Teorema
Sea n Z 2, a= (ao, al, ..., a,,_]_) y DFT(é) — [yo’yl’ L. 7yn—1]- Si
p = (Y0,Yn—1,-.., Y1), entonces:

1 .
;~DFT(p) = lao,a1,---,an-1]
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La demostracidon del teorema

Tenemos que:

ao Yo
ai n
M, - =
dn—1 Yn—1
Por lo tanto:
ao Yo Yo
ai Y1 Yn—1
Pn . Mn . . = Pn . . = .
an—1 Yn—1 Y1
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La demostracidon del teorema

Concluimos que:

ao Yo

al Yn—1
My - Py - M, - = M, .
an—1 »n

ao Yo

. ai Yn—1
M, - M, - = M, .
an—1 Y1
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La demostracidon del teorema

Asi, puesto que M, - M, = n - I,, tenemos que:

ao Yo
ai Yn—1
nel,- . = M,-
dn—1 b4
De lo cual concluimos que:

ao Yo

ai 1 Yn—1
= = M,-
n
dn—1 n
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La demostracidon del teorema

Asi, utilizando la notacién matricial para la transformada discreta de
Fourier concluimos que:

1 -
[0, a1, ,ap-1] =~ -DFT(p)
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Multiplicando polinomios en tiempo O(n - log n)

— {(Wgnayo)a ey (ngiiaﬂn—l)}
q(X) — {(wSm 20)7 RN (w2,,-,1_ 722n71)}

O(n)

\4

[ﬁ = (Yo 20,Y2n—1" Z2n—1,--- Y1 Z1)

27 FFT(B) = [co,..., Con l]L

p(x) - q(x) — (coy. .., Czn_z)J O(n - log,(n)) p(x) () = {{why o - 20), .

ey (WA yans1 - zon-1)}
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