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Algoritmos aleatorizados

Vamos a permitir a los algoritmos tener una componente aleatoria

» En general esto significa que un algoritmo toma algunas decisiones
dependiendo de valores escogidos al azar (segtin una distribucién de
probabilidades)

Hablamos entonces de algoritmos aleatorizados
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Algoritmos aleatorizados

La ejecucién de un algoritmo aleatorizado depende entonces de valores
escogidos al azar

» Distintas ejecuciones pueden dar resultados distintos

Vamos a considerar dos tipos de algoritmos aleatorizados:

> Monte Carlo: el algoritmo siempre entrega un resultado, pero hay
una probabilidad de que sea incorrecto

> Las Vegas: si el algoritmo entrega un resultado es correcto, pero
hay una probabilidad de que no entregue resultado
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i Cuales son las ventajas de los algoritmos aleatorizados?

Existen problemas para los cuales los algoritmos aleatorizados son mas
eficientes que los algoritmos usuales (sin una componente aleatoria)

» Por ejemplo, el problema de verificar si un nimero es primo

Existen problemas para los cuales los tinicos algoritmos eficientes
conocidos son aleatorizados

» Por ejemplo, el problema de verificar si dos polinomios en varias
variables son equivalentes

Vamos a ver en detalle estos ejemplos ...
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Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Consideramos polinomios en Q

Suponemos inicialmente que un polinomio es una expresién de la forma:

ko0

p(x) = > TJ(ax+ b))

i=1 j=1
donde cada a; ), bij € Q

La forma candnica de p(x) es una expresién de la forma:

Pl = > ax

donde cada ¢; € Qy £ < max{fly,..., 0}

Si ¢¢ # 0, entonces p(x) no es el polinomio nulo y su grado es ¢
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Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Evaluamos polinomios sobre elementos de

» La operaciéon mdas cara en este proceso es la multiplicacion de nimeros en
@, por eso nos concentramos en ella

Ejercicio
1. De un algoritmo que, dado un polinomio p(x) y a € Q, calcule p(a)

2. De un algoritmo que, dado un polinomio p(x) en su forma candnica y
a € Q, calcule p(a)

Los dos algoritmos deben realizar O(|p(x)|) multiplicaciones, donde |p(x)| es el
largo de p(x) considerado como una palabra sobre un cierto alfabeto.
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Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Dados dos polinomios p(x) y g(x), queremos verificar si son idénticos.

> Para cada a € Q, se tiene que p(a) = g(a)

i Cémo podemos resolver este problema?
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Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

EquivPol(p(x), q(x))

transforme p(x) es su forma candnica Z,{(:o cix'
transforme g(x) es su forma candnica Zf:o dix’
if k # ¢ then return no
else

for i :=0to k do

if ¢; # d; then return no
return sf
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Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

Ejercicio
Muestre que el algoritmo anterior en el peor caso es O(n?), donde
n = |p(x)| + la(x)|
» Recuerde que la operacidn bdsica a contar es la multiplicacién de
nlGmeros racionales

i Es posible resolver este problema utilizando un menor nimero de
multiplicaciones?
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

Suponga que:

k r

p(x) = Y TI(ax+biy)
i=1 j=1
V4 si

ax) = > [[(cx+d)
i=1 j=1

Utilizamos el siguiente algoritmo aleatorizado:

EquivPolAleatorizado(p(x), g(x))
K:=1+max{r,...,r,s1,...,5}
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a
del conjunto de niimeros naturales {1, ...,100 - K}
if p(a) = q(a) then return si
else return no
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

El algoritmo sélo necesita realizar O(n) multiplicaciones, donde
n=[p(x)[ + la(x)|
» Ya que necesita calcular p(a) y q(a)

Pero el algoritmo puede dar una respuesta equivocada

» ;Cudl es la probabilidad de error?
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Calculando la probabilidad de error

Sean p(x) y g(x) dos polinomios dados como entrada a
EquivPolAleatorizado

» Si los polinomios p(x) y q(x) son equivalentes, entonces el
algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x) y g(x) no son equivalentes, el algoritmo
puede responder si al sacar al azar un elemento a € {1,...,100- K}
tal que p(a) = q(a)

Esto significa que a es una raiz del polinomio r(x) = p(x) — q(x)
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Calculando la probabilidad de error

r(x) no es el polinomio nulo y es de grado a lo mas K

> Por lo tanto r(x) tiene a lo méds K raices en Q

Concluimos que:

i’ <
Pr(a sea una raiz de r(x)) < 100K

100
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Un mejor algoritmo aleatorizado

La probabilidad de error del algoritmo estd acotada por 155

» ;Es aceptable esta probabilidad?

Ejercicio

De un algoritmo que resuelva el problema de equivalencia de polinomios,
que en el peor caso sea O(n) y que tenga una probabilidad de error
acotada por 1w

i Confiaria en este algoritmo lineal?

» ;Para qué probabilidad estaria dispuesto a confiar?
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Una solucién para el ejercicio

Suponga que p(x) y g(x) son de la forma definida en la versién anterior
de EquivPolAleatorizado.

EquivPolAleatorizado(p(x), g(x))

K:=14+mix{r,...,rc,s1,-..,5}

A:={1,..,100- K}

for i :==1 to 10 do
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a en A
if p(a) # g(a) then return no
A=A~ {a}

return si
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Un segundo ejemplo: una definicion general de polinomios

Consideramos polinomios en varias variables en Q

Un monomio es una expresion de la forma cxf1 .. x,e7 donde ceQy
cada /; € N

Un monomio cxi®---x‘ es nulo si ¢ = 0

» No es nulosic#0

El grado de un monomio cxf1 cooxb nonuloes g+ + 0,

n
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Un segundo ejemplo: una definicion general de polinomios

Un polinomio es una expresién de la forma:

Pl ZH(Za,kaker,J)

i=1 j=1

donde cada a;jx € Q y cada b;; € Q
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Un segundo ejemplo: una definicion general de polinomios

11C2283

La forma candnica de un polinomio p(x1,...,x,) es tnica, y es igual a0 o a
una suma de monomios que satisface las siguiente propiedades:

. - ¢
> cada monomio en la forma canénica es de la forma cx;* - - - x£" con ¢ # 0

. ¢ . ..
> sioxtooxiny dx)™ -+ - x™ son dos monomios distintos en la forma

candnica, entonces ¢; # mj para algin i € {1,..., n}
Un polinomio p(xi,...,Xa) es nulo si su forma candnica es 0
El grado de un polinomio p(xi, ..., xs) no nulo es el mayor grado de los

monomios en su forma canénica.
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Equivalencia de polinomios en varias variables

Dos polinomios p(x1,...,%n) ¥ g(xi,-..,X,) son idénticos si para cada
secuencia ai, ..., ap € Q se tiene que:
p(at,...,an) = q(a1,...,an)

Nuevamente queremos verificar si dos polinomios son idénticos.
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Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos verificar en tiempo polinomial si dos polinomios en varias variables
son equivalentes?

» Consideramos ahora todas las operaciones, no sélo la multiplicacién de
ndmeros racionales

Tenemos un problema: calcular la forma canénica de un polinomio toma
tiempo exponencial

» Incluso si sélo consideramos la multiplicaciéon de nimeros racionales

Pero existe un algoritmo aleatorizado eficiente para este problema.

» Esto no es trivial ya que un polinomio p(x1,...,x,) puede tener una
cantidad infinita de raices

» Por ejemplo: p(xi,x2) = (x1 — 1)(x2 — 3)

» El ingrediente esencial es el lema de Schwartz-Zippel
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El ingrediente principal

Lema de Schwartz-Zippel

., Xp) un polinomio no nulo de grado k, y sea A un

Sea p(xq, ..
., ap son elegidos de manera

subconjunto finito y no vacio de Q. Si ay, ..
uniforme e independiente desde A, entonces

Pr(p(al,...,an):()) S W
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

Vamos a dar un algoritmo aleatorizado eficiente para el problema de
verificar si dos polinomios en varias variables son equivalentes

Suponga que la entrada del algoritmo esta dada por los
siguientes polinomios:

p(Xis. X)) = ﬁ;H (Za,lkxk-l—b,J)

j=1

g(x1,...,xn) = Z (ZC,,thk—i-dd)

i=1 j=1
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

EquivPolAleatorizado(p(x1, . .., %,), (X1, .-, Xn))

K:=14+mix{r,...,re,s1,...,5m}

A:={1,..,100- K}

sea ai,...,a, una secuencia de niimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A

if p(a1,...,a,) = qg(a1,...,a,) then return si

else return no
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Antes de analizar la complejidad del algoritmo vamos a calcular su probabilidad
de error.

» Si los polinomios p(xi,...,Xs) y q(x1,...,xn) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x1,...,%s) y g(x1,...,%a) no son equivalentes, el
algoritmo puede responder si al escoger una secuencia de niimeros
ai,...,an desde A tales que p(a1,...,an) = q(a1,...,an)

» Donde A={1,...,100 K}

Esto significa que (a1, ..., an) es una raiz del polinomio
r(xt, ... xn) = p(xa, ..oy xn) — q(x1, ..., Xn)
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel
r(xi,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < K
» Dado que K =1+ max{r,...,re,si,...,Sm}

Utilizando el lema de Schwartz-Zippel obtenemos:

¢ K K 1
...,an) = < — _— = — = —
Prir(as, . a) =0) < o < 4] = 0.k ~ 100

La probabilidad de error del algoritmo estd entonces acotada por
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Un mejor algoritmo aleatorizado para el problema general

Ejercicio
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de equivalencia de
polinomios en varias variables.

» La probabilidad de error del algoritmo debe estar acotada por ﬁ

» Debe existir una constante c tal que el algoritmo en el peor caso es
O(m°), donde m es el tamafio de la entrada

» Si consideramos p(x1,...,Xn) y g(x1,...,xn) como palabras sobre
un cierto alfabeto, entonces m = |p(x1, ..., xn)| + [q(x1, .- ., Xn)]
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Una solucién para el ejercicio

Suponga que p(x1,...,Xn), g(x1,...,x,) son de la forma definida en la
version anterior de EquivPolAleatorizado.

EquivPolAleatorizado(p(x1, ..., %s), q(x1, ..., Xn))
K:=14+max{rn,...,r,S1,---,Sm}
A:=1{1,..,100- K+ 9 - n}
for i := 1 to 10 do

sea ai,...,a, una secuencia de nimeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A
if p(a1,...,an) # q(ai1,. .., a,) then return no

else return si
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Una aplicacién: polinomios como circuitos

. ¢ . !
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Algoritmos de Las Vegas: Calculando la mediana de una
lista de nimeros enteros

Suponga que n es un nimero impary L[1...n] es una lista de niimeros
enteros sin elementos repetidos.

» Recuerde que usamos la notacién L[1...n] para indicar que L es una lista
con n elementos

L[i] es la mediana de L si:

et Ll <t = (3]
{ke (Lo on} | LK > LY = 5]
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Algoritmos de Las Vegas: Calculando la mediana de una
lista de nimeros enteros

Ejercicio
Construya un algoritmo que calcule la mediana de una lista L[1...n] y
que en el peor caso sea O(n - log,(n))

» Considere como la operacién bdasica a contar la comparacién de
nlimeros enteros

Vamos a construir un algoritmo aleatorizado de tipo Las Vegas para
este problema.

» Este algoritmo funciona en tiempo lineal!
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Un algoritmo aleatorizado para el cdlculo de la mediana

Suponga que el procedimiento Mergesort(L) ordena una lista L utilizando el
algoritmo Mergesort

» Recuerde que las listas son pasados por referencia en este curso

El siguiente procedimiento calcula la mediana de una lista de enteros L[1...n]
(suponiendo que n es impar y L no tiene elementos repetidos):

CalcularMediana(L[1... n])

if n < 2001 then
Mergesort(L)
return L[[7]]

else
sea R una lista de (n%] nlimeros enteros escogido con

distribucién uniforme y de manera independiente desde L

Mergesort(R)
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Un algoritmo aleatorizado para el cdlculo de la mediana

=R[[3-nf —nt]]
u:=R[[L-ni+n2]]
S=0
my:=0
m,:=0

for i:=1to ndo

if d < L[i] and L[/] < u then Append(S, [L[{]])

else if L[] < d then mg :=mg+1

else my :=m, +1
if my > [5] orm, > [5] or

Length(S) > 4- Ln%j then return sin_resultado

else

Mergesort(S)

return S[[ 7] — my4]
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El algoritmo es correcto y eficiente

Ejercicios

Demuestre lo siguiente:

1. Si CalcularMediana(L) retorna un nimero entero m, entonces m es la
mediana de L

2. Si se tiene un procedimiento LanzarMoneda() que retorna 0 6 1 con
probabilidad % entonces existe un algoritmo para construir R que invoca
a este procedimiento a los mas c - ni - log,(n) veces, donde c es una
constante fija y n es el largo de la lista de entrada

» Podemos suponer que LanzarMoneda() en el peor caso es O(1)

3. CalcularMediana(L) en el peor caso es O(n), suponiendo que n es el
largo de L y considerando todas las operaciones realizadas
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i Cual es la probabilidad de no retornar un resultado?

La llamada CalcularMediana(L) puede no retornar un resultado

» El procedimiento en este caso retorna sin_resultado

Para que CalcularMediana pueda ser utilizado en la practica la
probabilidad que no entregue un resultado debe ser baja

» Vamos a demostrar esto
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La probabilidad de no retornar resultado

Sea L[1...n] una lista de nimeros enteros tal que n > 2001, n es impar
y la mediana de L es m

Defina las siguientes variables aleatorias:

Y1
Vo = [fie{L. .. [ni}| Rl > m)]

\
-
m
—
[
-/
S
S Sl
PR}
—
X
IA
3
-~

Estas son variables aleatorias dado que R es construido escogiendo
elementos de L con distribucién uniforme (y de manera independiente)
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La probabilidad de no retornar resultado

Lema

CalcularMediana(L) retorna sin_resultado si y sélo si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. Y1<L%~n%—n%J
2. Yo < [n3] —[1-ni+n?)

3. Length(S) > 4 - |[n?]

Ejercicio

Demuestre el lema.
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La probabilidad de no retornar resultado

Tenemos entonces que la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne
sin_resultado es igual a:

Pr(Y1 < L% n? —n%J Y

Slw
S
Nl
[
~

Necesitamos entonces acotar superiormente Pr(Y; < [ - n
Pr(Ys < [ni] — [ n? +n?])y Pr(Length(S) > 4- [n])

» Vamos a ver dos desigualdades muy utiles para acotar probabilidades
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La desigualdad de Markov

Teorema

Sea X una variable aleatoria no negativa. Para cada a € R™ se tiene que:

E(X)

Pr(X > a) p

IA
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Una demostracién de la desigualdad de Markov

Suponemos que el recorrido de X es un conjunto finito Q C Ry:

E(X) =

Y

Y]

Concluimos que Pr(X > a) < E(X)

Zr~Pr(X:r)

reQ

( > r~Pr(X:r))+( > s~Pr(X:s))

reQ:r<a seQ:s>a

Z s-Pr(X =5s)

sEQ:s>a

Z a-Pr(X=5s)

seEQ:s>a

a-( > Pr(X:s))

s€eQ:s>a

a-Pr(X >a)

a
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La desigualdad de Chebyshev

Teorema

Var(X)

Pr(|X — E(X)| = a)

Demostracién. Utilizando la desigualdad de Markov obtenemos:

Pr(|X — E(X)[ = a) Pr((X — E(X))* > &%)
E(X - E(X))?)
Var(X)a

32

IN
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Lema
Pr(Y1 < \_% ni — n%J) < nd
Demostracién: para cada i € {1,..., [n%}}, definimos una variable aleatoria
X; de la siguiente forma:
X — 1 R[I] <m
0 R[]>m

Tenemos que:

Y, = Z X;
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Dado que la lista L no contiene elementos repetidos tenemos que:

31 _ & +1 _ 1
PrXj=1) = 2= = 2= =

L1
2-n

De esto se deduce que:
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto tenemos que:

E(V1)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%]} tal que i # j se tiene que X; es independiente de X;

Concluimos entonces que:
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Var( Yl)

3
[n4]

Var(Z Xi)

£X

Z Var(X;)

(i)

>

i=1

(4

1

4.

n2

)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Tenemos que:

Pr(Y1<|_%-n%—n%J) < Pr(Y1<%~n%—n%)
< Pr(Y1<%-(n%]fn%)
< Pr("i< ]—n%]-(%ﬂ-rln)—n%)
= Pr(Yi < E(V1)—n?)
= Pr(n? <E(V1) - V)
< Pr(|Yi—E(Y1)| > n?)
< Pr(|Vi—E(Y1)| > n?)
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Utilizando la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

Pr(Y1 < \_
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Pr(|Ys — E(Y1)] > n?)
Var(Yl)
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3
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n
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Utilizando nuevamente la desigualdad de Chebyshev

Lema

ENT

Pr(Y, < [ni] [% ) € o

Ejercicio
Demuestre el lema utilizando las ideas en la demostracién del
lema anterior.
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Lema

Pr(Length(S) >4 |ni]) < 4.n 4

Demostracion. Si Length(S) > 4 - |ni |, entonces la menos una de las
siguientes condiciones debe ser cierta:

(a) [{i € {1,...,Length(S)} | S[i] > m}| > 2 |ni]
(b) |{i € {1,...,Length(S)} | S[i] < m}| >2- |ni]|
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Vamos a demostrar que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o
igual a 2 - n~i

De la misma forma se demuestra que la probabilidad que (b) ocurra es
. _1
menor o igual a 2-n"4

FN

> De esto se concluye que Pr(Length(S) >4 [ni]) <4-n~
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Suponga que (a) es cierto, y sea ¢ la posicién de u en la lista L ordenada.

» Tenemos que £ > [5] +2- Ln%J

3 1 3 3 1
Dado que u = R[[} - n% 4+ n2]], al menos [n3] — [1-n* + n2] elementos de R
deben estar en posiciones mayores o iguales a £ en la lista L ordenada.

» No podemos asegurar que estos elementos estdn en posiciones mayores a
¢ puesto que R puede tener elementos repetidos

» Vamos a acotar superiormente la probabilidad de que esto ocurra para
obtener un cota superior para la probabilidad de que (a) ocurra
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

. 3 - . .
Para cada i € {1,...,[n%]}, definimos una variable aleatoria W; de la

siguiente forma:
1 sila posicién de R[i] en la lista L ordenada

W, = es mayor o igual a [5] +2- Ln%J
0 en otro caso

n31
Ademids, definimos la variable aleatoria W como Z W;
i=1

Dado que £ > [5] +2- Ln%J tenemos entonces que la probabilidad de que (a)
ocurra es menor o igual a:
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Como L no contiene elementos repetidos obtenemos:

n—([51+2[nf]) +1

PI’(VV, = ]_) = -
n
_ [51-2-|n¢]
Tenemos entonces que:
E(W) = M
Var(W,) = M (1_ M)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto:
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Pero tenemos que:

[2] -2 |ni]

n

AN
—

S

Alw
_I_

—
~

NIs

rnil-

_ g :
n n
3
2_2.,71
— n%.27+3.n*%+1_2‘n7%+§
n 2 n
3 §*2~n% 1.1 .3
= nt - =—94n *+ -+ -
n 2 n
L
= 2’” -n n 2 n
1 3 1
S 7.n4_2.n2+1
2
Concluimos que E(W) < 1 - ni—2.n2+1
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Para i,j € {1,..., [n%]} tal que i # j se tiene que W; es independiente de W;

Concluimos entonces que:
3
[n4]

Var(W) = Var(Z W;)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Ademas tenemos que:

-
i
Alw
—
\

IN
NI R N

IN
S
Alw

3
1

Concluimos que Var(W) < n
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Finalmente tenemos que:

Pr(W > [ni] — [%‘n% + i)
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Pr(WZn%—%~n%—n%—1)
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1 3 1 1
Pr(W25~n4—2-n2+1—|—n2—2)
Pr(W > E(W) + n? —2)

1 1 1
Pr(W>EW)+n2—-(1-——)-n2
(W= E(W) ( ﬁ) )
Pr(W > E(W) + g)
Pr(W — E(W) > \/2)
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Un dltimo uso de la desigualdad de Chebyshev

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Chebyshev concluimos que:

Pr(W > [n}] — [2-nt 4n}]) < Pr(W — E(W \>f)

SVarl(1)
2
%
<
= n
2
_1
= 2.n 4

Concluimos que la probabilidad de que (a) ocurra es menor o

. _1
igual a2-n"%.
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El cdlculo final

Recuerde que estamos considerando una lista L[1...n] de niimeros
enteros donde n es impar y mayor o igual a 2001.

Para la lista L demostramos lo siguiente:

1

Pr(Y1<L§~n37n%J) < né
Pr(Y, < [n#] — [% ni+ni]) < nd
Pr(Length(S) >4 [ni]) < 4.n}
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El cdlculo final

Tenemos entonces que:

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6-n 3

Dado que n > 2001 concluimos que

Pr(CalcularMediana(L) retorne sin_resultado) < 6 - 2001 %

11C2283 — Algoritmos aleatorizados

60 / 62



El tiempo esperado del algoritmo

Sea p la probabilidad de que CalcularMediana(L) retorne resultado

1
> Tenemos que p > 15

(En promedio cuantas veces se debe llamar a CalcularMediana(L) para
obtener la mediana de la lista L?
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El tiempo esperado del algoritmo

11C2283

Sea T una variable aleatoria tal que para cada i > 1:
P(T=i) = (1-p)*-p

Vale decir, T representa el niimero de llamadas a CalcularMediana(L) hasta
obtener un resultado

Dado que T tiene distribucidon geométrica de parametro p, concluimos que

E(T) = = < 10

Concluimos que en promedio se debe llamar 10 veces a CalcularMediana(L)
para obtener la mediana de la lista L
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