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Algoritmos aleatorizados

Vamos a permitir a los algoritmos tener una componente aleatoria

» En general esto significa que un algoritmo toma algunas decisiones
dependiendo de valores escogidos al azar (segtin una distribucién de

probabilidades)

Hablamos entonces de algoritmos aleatorizados
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Algoritmos aleatorizados

La ejecucion de un algoritmo aleatorizado depende entonces de valores
escogidos al azar

» Distintas ejecuciones pueden dar resultados distintos

Vamos a considerar dos tipos de algoritmos aleatorizados:

» Monte Carlo: el algoritmo siempre entrega un resultado, pero hay
una probabilidad de que sea incorrecto

» Las Vegas: si el algoritmo entrega un resultado es correcto, pero
hay una probabilidad de que no entregue resultado
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i Cuales son las ventajas de los algoritmos aleatorizados?

Existen problemas para los cuales los algoritmos aleatorizados son mas
eficientes que los algoritmos usuales (sin una componente aleatoria)

» Por ejemplo, el problema de verificar si un nimero es primo

Existen problemas para los cuales los tnicos algoritmos eficientes
conocidos son aleatorizados

» Por ejemplo, el problema de verificar si dos polinomios en varias
variables son equivalentes

Vamos a ver en detalle estos ejemplos ...

[1C2283 - Algoritmos aleatorizados 4 /73



Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Consideramos polinomios en Q

Suponemos inicialmente que un polinomio es una expresién de la forma:

k4

p(x) = > ]l(aix+ bij)

i=1 j=1
donde cada a;j, b € Q

La forma candnica de p(x) es una expresién de la forma:

14
p(x) = > ax
=0

donde cada ¢; € Q y £ < max{l1,..., 4}

Si ¢ # 0, entonces p(x) no es el polinomio nulo y su grado es ¢
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Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Evaluamos polinomios sobre elementos de QQ

» La operacién mdas cara en este proceso es la multiplicacién de nimeros en
@, por eso nos concentramos en ella

Ejercicio
1. De un algoritmo que, dado un polinomio p(x) y a € Q, calcule p(a)

2. De un algoritmo que, dado un polinomio p(x) en su forma candnica y
a € Q, calcule p(a)

Los dos algoritmos deben realizar O(|p(x)|) multiplicaciones, donde |p(x)| es el
largo de p(x) considerado como una palabra sobre un cierto alfabeto.
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Algoritmos de Monte Carlo: equivalencia de polinomios

Dados dos polinomios p(x) y g(x), queremos verificar si son idénticos.

» Para cada a € Q, se tiene que p(a) = q(a)

; Como podemos resolver este problema?
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Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

EquivPol(p(x), q(x))

transforme p(x) es su forma candnica fozo cix'
transforme q(x) es su forma candnica Zf:o dix'
if kK # (¢ then return no
else

for i :=0 to k do

if ¢; # d; then return no
return si
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Un algoritmo para la equivalencia de polinomios

Ejercicio
Muestre que el algoritmo anterior en el peor caso es O(n?), donde
n = [p(x)[ + |q(x)]

» Recuerde que |la operacion basica a contar es la multiplicacién de
numeros racionales

i Es posible resolver este problema utilizando un menor nimero de
multiplicaciones?
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

Suponga que:

p(x) = ZH(a;,jx+b;,j)

i=1 j=1

g(x) = > H(Ci,jx + dij)

i=1 j=1

Utilizamos el siguiente algoritmo aleatorizado:

EquivPolAleatorizado(p(x), q(x))
K:=14+max{rn,...,r,Si,...,5}
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a
del conjunto de nimeros naturales {1,...,100 - K}
if p(a) = g(a) then return si
else return no
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de polinomios

El algoritmo sélo necesita realizar O(n) multiplicaciones, donde
n = [p(x)| +[q(x)
» Ya que necesita calcular p(a) y q(a)

Pero el algoritmo puede dar una respuesta equivocada

» jCual es |la probabilidad de error?
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Calculando la probabilidad de error

Sean p(x) y q(x) dos polinomios dados como entrada a
EquivPolAleatorizado

> Si los polinomios p(x) y g(x) son equivalentes, entonces el
algoritmo responde si sin cometer error

> Si los polinomios p(x) y g(x) no son equivalentes, el algoritmo
puede responder si al sacar al azar un elemento a € {1,...,100- K}

tal que p(a) = q(a)

Esto significa que a es una raiz del polinomio r(x) = p(x) — q(x)
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Calculando la probabilidad de error

r(x) no es el polinomio nulo y es de grado a lo mas K

» Por lo tanto r(x) tiene a lo mas K raices en Q

Concluimos que:

VAN

Pr(a sea una raiz de r(x)) 100 - K

100
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Un mejor algoritmo aleatorizado

La probabilidad de error del algoritmo esta acotada por ﬁ

» ;Es aceptable esta probabilidad?

Ejercicio
De un algoritmo que resuelva el problema de equivalencia de polinomios,

que en el peor caso sea O(n) y que tenga una probabilidad de error
acotada por ﬁ

i Confiaria en este algoritmo lineal?

» ;Para qué probabilidad estaria dispuesto a confiar?
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Una solucién para el gjercicio

Suponga que p(x) y g(x) son de la forma definida en la versién anterior
de EquivPolAleatorizado.

EquivPolAleatorizado(p(x), q(x))

K:=1+max{r,...,r,S1,--.,5¢}

A:=1{1,...,100 - K}

for i :=1 to 10 do
escoja al azar y con distribucién uniforme un elemento a en A
if p(a) # g(a) then return no
A=A~ {a}

return si
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Un segundo ejemplo: una definicién general de polinomios

Consideramos polinomios en varias variables en Q

Un monomio es una expresién de la forma cxf1 . -X,f", donde c € Qvy

cada /; € N

14

Un monomio cxi* - - - x% es nulo si ¢ = 0

» No es nulosi c#0

l

El grado de un monomio ¢ fl -+-x," nonuloes ;4 -4/,
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Un segundo ejemplo: una definicién general de polinomios

Un polinomio es una expresién de la forma:

p(xt, o ZH(za,,kxk+b,J>

=1 j=1

donde cada a; jx € Q y cada b;; € Q
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Un segundo ejemplo: una definicién general de polinomios

11C2283

La forma candnica de un polinomio p(xi,...,X,) es Unica, y es igual a0 o a
una suma de monomios que satisface las siguiente propiedades:

: [ ¢
> cada monomio en la forma canénica es de la forma cx;' - - x5" con ¢ # 0

. /¢ . ..
> sicx;l---x"y dx{™ -+ x/™ son dos monomios distintos en la forma

candnica, entonces ¢; # m; para algin i € {1,...,n}
Un polinomio p(xi, ..., xs) es nulo si su forma candnica es 0
El grado de un polinomio p(xi,...,x,) no nulo es el mayor grado de los

monomios en su forma candnica.
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Equivalencia de polinomios en varias variables

Dos polinomios p(x1,...,Xn) ¥ q(x1,...,Xn) son idénticos si para cada
secuencia ai,...,a, € Q se tiene que:
p(ala"'aan) — q(ala°°°7an)

Nuevamente queremos verificar si dos polinomios son idénticos.
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Equivalencia de polinomios en varias variables

i Podemos verificar en tiempo polinomial si dos polinomios en varias variables
son equivalentes?

» Consideramos ahora todas las operaciones, no sélo la multiplicacién de
nimeros racionales

Tenemos un problema: calcular la forma candnica de un polinomio toma
tiempo exponencial

» Incluso si sélo consideramos la multiplicacién de nameros racionales

Pero existe un algoritmo aleatorizado eficiente para este problema.

» Esto no es trivial ya que un polinomio p(xi, ..., x,) puede tener una
cantidad infinita de raices

> Por ejemplo: p(x1,x2) = (x1 — 1)(x2 — 3)

» El ingrediente esencial es el lema de Schwartz-Zippel
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El ingrediente principal

Lema de Schwartz-Zippel

Sea p(xi,...,X,) un polinomio no nulo de grado k, y sea A un
subconjunto finito y no vacio de Q. Si ay, ..., a, son elegidos de manera
uniforme e independiente desde A, entonces

Pr(p(al,...,an):O) S T Al
A

Demostracion: Por inducciéon en n
Ya habiamos considerado el caso n =1
Suponemos que la propiedad se cumple para todo polinomio en n

variables, y consideramos un polinomio p(xi, X2, ..., X,11) de grado k

[1C2283 - Algoritmos aleatorizados 21 /73



Demostracion del lema de Schwartz-Zippel

Si p(x1,X2,...,Xnt1) €n su forma candnica es igual a ¢ € (Q ~ {0}),
entonces el lema se cumple trivialmente ya que

Pr(p(a1,a2,...,an1) =0) = 0
Suponemos entonces que p(xi, X2, ..., X,11) €n su forma candnica no es
igual a c € Q.
» Puesto que ademds sabemos que p(x1, X2, ..., X,+1) No es nulo
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Demostracion del lema de Schwartz-Zippel

11C2283

Tenemos que p(x1, x2,...,Xn+1) en su forma candnica contiene un monomio de
la forma:
£y 0 L1
CX]. X2 ¢ Xn_|_1

donde c #0y ¢; >0 paraalginie {1,...,n+ 1}

Sin perdida de generalidad suponemos que en el monomio anterior /1 > 0

Tenemos que:

k
_ j
p(x1, X2, ..., Xnt1) = xipi(x2, ...y Xn+1)
i=0
donde cada pj(x2,...,Xnt1) €s un polinomio y al menos uno de ellos no es nulo
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Demostracion del lema de Schwartz-Zippel

11C2283

Sea ¢ = max{i € {0,...,k} | pi(x2,...,Xnt1) no es nulo}

» Tenemos que ¢ > 0 ya que supusimos que £1 > 0

Dado que el grado de p(x1, x2,...,Xnt1) €s k, tenemos que el grado de
pe(x2, ..., Xnt1) es mcon m< k — /4
Sea A un subconjunto finito y no vacio de QQ, y sea a1, ..., an+1 una secuencia

de nimeros elegidos de manera uniforme e independiente desde A
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Demostracion del lema de Schwartz-Zippel

Por hipdtesis de induccidén tenemos que:

m
Pr(pe(az,...,ant1) =0) < —
Al
< k—/¢
A
Si pe(az,...,ant1) # 0, entonces por definicidon de £ tenemos que
q(x1) = p(x1, a2, ...,ant+1) es un polinomio de grado /.

Por lo tanto:

14

Pr(p(al7 327 te 0y an+1) — O ‘ p£(32, AR an—l—l) # O) S W
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Demostracion del lema de Schwartz-Zippel

Concluimos que:

Pr(p(a1,az,...,ant1) = 0) =
Pr(p(a1,a2,...,ant1) = 0| pe(az,...,ant1) = 0) - Pr(pe(az,...,an+1) =0) +
Pr(p(a1,az,...,ant1) = 0| pe(az,...,an+1) # 0) - Pr(pe(az,...,an+1) #0) <
Pr(pe(az,...,ant1) = 0) + Pr(p(ai, az2,...,an41) =0 | pe(az,...,ant1) #0) <

k=t £ _ Kk
Al AL A
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

Vamos a dar un algoritmo aleatorizado eficiente para el problema de
verificar si dos polinomios en varias variables son equivalentes

Suponga que la entrada del algoritmo estd dada por los
siguientes polinomios:

o, x) = ZH(za,,kaﬁb,J)

=1 j=1

g(xi,...,xn) = Em:H (Zc,kak+d,J>

=1 j=1
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Un algoritmo aleatorizado para la equivalencia de
polinomios en varias variables

EquivPolAleatorizado(p(xi, ..., ), q(x1,...,Xn))

K:=14+max{r,...,r,S1,...,Sm}

A:=1{1,...,100 - K}

sea ai,...,a, una secuencia de numeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A

if p(a1,...,an) = q(a1,...,a,) then return si

else return no
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

Antes de analizar la complejidad del algoritmo vamos a calcular su probabilidad
de error.

» Si los polinomios p(x1,...,Xn) Y q(x1,...,Xs) son equivalentes, entonces
el algoritmo responde si sin cometer error

» Si los polinomios p(x1,...,xn) y q(x1,...,Xn) no son equivalentes, el
algoritmo puede responder si al escoger una secuencia de nimeros
ai,...,an desde A tales que p(ai1,...,an) =q(a1,...,an)

» Donde A= {1,...,100- K}

Esto significa que (a1, ..., an) es una raiz del polinomio
r(xi,...,xn) = p(x1,...yXn) — q(x1,.-.,Xn)
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Utilizando el lema de Schwartz-Zippel

r(xi,...,xn) no es el polinomio nulo y es de grado t con t < K

» Dadoque K=1+max{n,...,r,si,...,5m}

Utilizando el lema de Schwartz-Zippel obtenemos:

t K K 1
P c.an)=0) < — Tal — ~ 100
r(r(as, ,an) =0) < Al < Al 100 - K 100

La probabilidad de error del algoritmo esta entonces acotada por
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Un mejor algoritmo aleatorizado para el problema general

Ejercicio
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de equivalencia de
polinomios en varias variables.

1

» La probabilidad de error del algoritmo debe estar acotada por 15610

» Debe existir una constante c tal que el algoritmo en el peor caso es
O(m°), donde m es el tamafio de la entrada

» Si consideramos p(x1,...,%n) Y q(x1,...,x,) como palabras sobre
un cierto alfabeto, entonces m = |p(xi,...,xn)| + |g(x1, ..., Xn)|
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Una solucién para el gjercicio

Suponga que p(x1,.--,Xn), q(x1,...,X,) son de la forma definida en la

version anterior de EquivPolAleatorizado.

EquivPolAleatorizado(p(x1, ..., Xn), g(x1,...,Xn))
K:=1+max{r,...,r,s1,...,5nm}
A:=1{1,...,100- K+ 9- n}
for i :=1 to 10 do

sea ai,...,ap una secuencia de numeros elegidos de
manera uniforme e independiente desde A
if p(a1,...,an) # q(a1,...,a,) then return no
A=A~{a1,...,an}
else return si
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Una aplicacion: polinomios como circuitos
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