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Problema 1
Dados dos polinomios p(z1,...,z,) vy ¢(z1,...,2,) en Q, decimos que p(x1,...,2,) y q(z1,...,z,) son
equivalentes si para toda secuencia aq,...,a, de nimeros en Q se tiene que p(ay,...,a,) = q(a1,...,an).
Dados dos polinomios p(z1,...,2,) v ¢(z1,...,2,) en Q, decimos que p(z1,...,2,) v ¢(z1,...,2,) son
linealmente-equivalentes si existe un polinomio r(z1,...,z,) tal que: (i) r(x1,...,2,) es nulo o es un po-
linomio de grado menor o igual a 1, y (ii) p(x,...,x,) es equivalente a q(z1,...,z,) + r(x1,...,x,). Por

ejemplo los polinomios p(z,y) = z(x — 1)+ 2y y ¢(z,y) = (z — 1)(z — 2) + y + 1 son linealmente-equivalentes
puesto que

p(z,y) = q(z,y) +r(z,y)
donde r(z,y) = 2x +y — 3.

De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de determinar si dos polinomios p(x1,...,2,) y
q(z1,...,x,) son linealmente-equivalentes. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en el peor caso
y su probabilidad de error debe ser menor o igual a 21% Ademas, usted debe justificar claramente por qué
su algoritmo es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad de error acotada por 21%

Solucién: Nuestro objetivo es crear un polinomio lineal a partir de la diferencia de p con ¢ y luego com-
probar si es equivalente a p — ¢ usando el algoritmo aleatorizado visto en clases. En concreto construiremos
un polinomio r = ag+aq -1+ -+a,-T,, donde cada a; se obtiene a partir de p—q. Algoritmo es como sigue:

function LINEALMENTE_EQUIVALENTES(p, q)
r=p-—gq
coefs|0..n] = [0,...,0]
coefs|0] =r(0,...,0)
fori=1.ndo
v=(0,...,0)
vli] =1
coefs[i| = r(v) — coefs|0]
rp(ay, ..., xy) = coefs|0] + coefs[l] -z + ... + coefsn] -
return EquivPolAleatorizado(r, rp)



El algoritmo es correcto ya que si p es linealmente-equivalente a ¢, r es equivalente a rp, y si p no es
linealmente-equivalente a g, el algoritmo retorna false con probabilidad ﬁ. Por lo tanto la probabilidad
de error del algoritmo es 1&5. Para que la probabilidad de error sea menor a 55 es necesario que se ejecute

16 veces.

Problema 2
Dados dos polinomios p(z1,...,2,) vy q¢(z1,...,2,) en Q, decimos que p(x1,...,2,) y q(z1,...,z,) son
equivalentes si para toda secuencia aq,...,a, de nimeros en Q se tiene que p(ay,...,a,) = q(a1,...,an).
Decimos que un polinomio 7(z1,...,z,) es una forma cuadratica si
n n
r(xy,..., @) = Z Z a; jT;%;
i=1 j=i
donde cada a; ; € QV(1 <,j < n)
De un algoritmo aleatorizado que resuelva el problema de determinar si un polinomio p(z1,...,2,) es

equivalente a una forma cuadrética. Su algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial en el peor caso y su
probabilidad de error debe ser menor a 21% Ademis, usted debe justificar claramente por qué su algoritmo
es correcto, funciona en tiempo polinomial y tiene probabilidad de error acotada por 21%

Solucién: Este problema es similar al anterior solo que hay que construir la forma cuadratica y luego
comparar los polinomios construidos con el algoritmo visto en clases. El algoritmo es el siguiente:

function FORMA_CUADRATICA(r)
coefs(l..n,1...n] =0,...,0]
fori=1..ndo
v=(0,..,0)
v[i] =1
coefsli,i] = r(v)
fori=1..ndo
for j =1+ 1..ndo
v=1(0,..,0)
v[i] =1
oli] = 1
coefsli,j| = r(v) — coefsli,i] — coefs[j, j]
rp = Construir polinomio cuadratico con coeficientes coe fs
return EquivPolAleatorizado(r, rp)

Al igual que antes si los polinomios resultantes son equivalentes entonces retorna true y si no, se equivoca

con probabilidad Wlo .

Problema 3

Sea ¢ una férmula proposicional en DNF, vale decir, una férmula de la forma Dy V -V D,,, donde
cada D; es una conjuncion de literales, es decir una conjuncién de variables posicionales y negaciones de
variables proposicionales. Por ejemplo, (21 A x2) V (mxa A x3 A —x5) V (mxe A —23) es una férmula en DNF.
Suponemos que m > 2, cada conjuncién D; contiene I; > 1 literales (1 < u < m), y que D; no tiene lite-
rales repetidos ni complementarios (no contiene al mismo tiempo una variable proposicional y a su negacién).



En esta pregunta vamos a desarrollar un algoritmo aleatorizado para aproximar el nimero de valuaciones
que satisfacen a ¢, lo cual es denotado como #DNF(y).

1. Defina S; = |{o|o(D;) = 1}, para cada i € {1,...,m}. ;Cudl es el valor de S;?;Puede ser calculado
de forma eficiente? Justifique su respuesta.

Solucién: Asumo que existen n variables z1,...,z,.

Luego, para satisfacer a D; el valor de [; variables est4 fijo (determinado por los literales de D;), pero las
otras n—I; variables son variables libres y pueden tomar cualquier valor. Cada una d elas n—1; variables
libres puede tomar uno de dos valores. Por lo tanto, S; = 2"~ *. Esto puede ser calculado ficilmente:
basta determinar n,l; y luego calcular 2,,_;,, lo que se puede hacer todo en tiempo polinomial.

2. Defina M = 7" S; y d(o) = [{i € {i,...,m}|o(D;) = 1}| para cada valuacié o. Utilizando estos
valores, defina una variable aleatoria Y tal que para cada valuacién o se tiene que

Y(o) = iy olp) =1
0 o(p)=0

Para obtener un valor Y se realizan los siguientes pasos: escoger i € {i,...,m} con probabilidad SM,
luego escoger una valuacién o tal que o(D;) = 1 con distribucién uniforme, y finalmente retornar Y (o).
Demuestre las siguientes propiedades:

= Para cada valuacién o se tiene que Pr(escoger o) = %

= E(Y) = #DNF(p)
Solucion:

= Por probabilidades totales tenemos que

m
Prlescoger o] = Z Prlescoger o|se escogié ] - Prlescoger i
i=1

Tenemos que Pr|escoger i] = SM por enunciado. Ademas,

+ D)) =1
Prlescoger o|se escogi6 i] = {6@ UED ; .
g i) =
_o(Dy)
Si

Por lo tanto,

Prlescoger o] = Z Prlescoger o|se escogio 7] - Prlescoger i

i=1

w



= Se tiene que

Z Y (o) - Prlescoger o]
Y (o) - Prlescoger o] + Z Y (o) - Prlescoger o]
olo(p)=1 olo(e)=0

= Z Y (o) - Prlescoger o]
olo(p)=1

M
Z()M)
alo(p)=

= ) 1=#DNF(p)

olo(p)=1

3. Suponga que Y7, ..., Y} son k variables aleatorias independientes, y que cada una de ellas es idéntica

a Y. Demuestre que
L
E| - Y; | = EY

Ademds, dado € € (0,1), demuestre que
Pr <

= Esto se desprende directamente de la linealidad de la esperanza:

1 1<
E(,le) EZ (V) =E(Y)

1 k
2> Yi—E(Y)

=1

Y
25'E(Y)> Sm

Solucién:

= Se utiliza la desigualdad de Chebyshev:
1k
Pr ( - > V- E(Y)

=1

1 i
Ze~E(Y)> :Pr<kZYi—E<kZYi>

Var Zle Y;
= 52(- E(Y)? )




%k -Var(Y)
g2 E(Y)?

_ Var(y)
 k-e2-EB(Y)?
4. Demuestre que para cada valuacién o tal que o(¢) =1 se tiene que % <Y (o) < M. A partir de esto

M
demuestre que 7~ < E(Y) < M.

Solucién: Se tiene que Y (o) = Wl\g)’ donde 1 < d(o) < m puesto que o(p) = 1. Por lo tanto, reem-
plazando d(c) se obtiene que 2 <Y (o) < M.

Ademds, se tiene que min, (Y (o)) < E(Y) < méx,(Y(0)). En otras palabras, el valor esperado de
Y estd entre el minimo y el maximo de Y. Como Y estd acotado entre % y M, esto implica que la
esperanza también estd acotada en ese rango, es decir, % <EY)<M.

5. Demuestre que

A partir de esto demuestre que:

Var(Y)
E(Y)?2

< (m—1)>
Solucién: Por el item anterior de sabe que Y — E(Y) < M — % Por lo tanto, tenemos que

Var(y) = E([Y - B(Y)]?)

() e

Ademas, por el item anterior también sabemos que % < E(Y). Reemplazando en la inecuacién anterior
se obtiene



Var(Y) < (M)2 -(m—1)2

m

< E(Y) - (m—1)?

Var(Y) 9
W <(m-1)

6. Utilizando los resultados anteriores demuestre que para cada ¢ € (0, 1)

|3 X0, Yi — #DNF(p)| (m—1)?
Pr<k #DNF(p) R

En particular, indique qué valor del nimero de muestras k nos asegura que vamos a tener un error

menor al 1% con probabilidad %, vale decir, qué valor de k nos asegura que:

1yk oy
pr(EXm i #DNF@)| L) 99
#DNF () 100 100

Solucién: Tenemos que

|4 320, i — #DNF(p)|
#DNF () E(Y)

Pr

k
1
= Pr ( %;Y; E(Y)| < 5-E(Y)>
1t
=1-Pr ( E;m—fﬁ;(y) >e E(Y))
Por la parte 3,
1 Var(Y)
N k-e2-E(Y)?
Por la parte 5,
(m —1)?
>1
- k-e2
Para acotar el valor de k basta satisfacer
1 (m—1)2 99
k-e? 100

-1 ; i
con € = 155- Despejando k se obtiene



132
(m—1)?_ 99

k- 100

1-—

1 100%(m —1)?
100 ~ 2

k> 100%(m — 1)2



