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Teorema maestro

Sea f: N — ]Ra', a, b, ce€ Ra' tales que a > 1, b > 1 y T(n) definida como la siguiente ecuacién de
recurrencia:

T()— c n=~0
e T(n/bl) + fn) n>1

Se tiene que:

1. Si f(n) € O(n'°8(¥)=¢) para e > 0, entonces T'(n) € O(n'°8+(®)

2. Si f(n) € O(n'°%:(")  entonces T'(n) € O(n'°&(@) . log,(n))

3. Si f(n) € Q(n'°%(@+€) para e > 0y f es (a,b)—regular, entonces T'(n) € O(f(n))
fes (a,b)—regular si Ic € RT, Ing e N: ¢ < 1A (Vn > ng)(a- f(|n/b] <c- f(n))

Seccién 1: Dividir para conquistar y teorema maestro

1. El siguiente algoritmo sirve para encontrar el valor que minimiza en una curva convexa:

Algorithm 1 ternary_search(g(-), s, e, ¢€)

while e — s > epsilon do

i=(e—5)/3+s
j=2-(e—s)/3+s
9i = g(i)

9; =90)

if g; < g; then

| e=J

if g; < g; then

I s=1

end

return (s —e)/2




Expresa el tiempo tomado por el algoritmo usando una recurrencia y calcula su complejidad usando el
teorema maestro

Solucién: Expresaremos la recurrencia del algoritmo como 7'(n) donde n es el tamano del intervalo
(e — s) de la siguiente forma:

c n<e
T(n) = {T(fz?)ﬂ)—kc n>e

c corresponde a las operaciones de evaluar g y comparar los valores.

Usamos el teorema maestro:

a=1
po 3

2
10g%120
fn)=c

= Caso 1: Comprobamos si existe k£ > 0, e > 0 y ng tal que ¢ < k-n~°Vn > ng
c _
— < n"%n >ng
k

Sabemos que n~°¢ es una funcién decreciente y que tiende a 0 cuando n tiende a oo por lo que

no se cumple la relacién para todo n > ng. Por lo tanto no se cumple el primer caso del teorema
maestro.

= Caso 2: Comprobamos si ¢ € ©(n?) = ©(1). Efectivamente se cumple por lo que:
T(n) € ©(logy n)

2. Un KD-Tree es una estructura de datos que particiona el espacio K dimensional. Uno de sus usos es
almacenar puntos de K dimensiones. Para esto se construye la estructura dividiendo los datos en 2
mitades segiin algiin eje a elecciéon segin si los elementos son mayores o no a la mediana en ese eje.
Luego se construye un KD-Tree recursivamente para ambas mitades. Cuando solo hay un elemento
entonces se crea una hoja del arbol que contiene el punto.

a) Expresa la recurrencia del algoritmo de construccién de KD-Tree. Considera que calcular la me-
diana de n puntos puede ser calculada en ¢ -n pasos con ¢ € RT.

Solucion:

T(n):{c n=1
T(5)+T(5]) +c-n n>1

b) Usa el teorema maestro para resolver la recurrencia anterior.

Solucién: Dado que tenemos un techo y un piso podemos acotar la recurrencia por arriba y por
abajo con otras 2 recurrencias: T1(n) < T'(n) < Ta(n) donde:

c n=1
hin) = {Z-Tl(LgJ)+c~n n>1



c n=1
TQ(n):{Q-TQ(VQ’D%-C-n n>1

En ambas recurrencias podemos usar directamente el teorema maestro y van a cumplir los mismos
casos por lo que usamos el teorema maestro en 77 y se cumple lo mismo para T5:

a=2

b=2
logya =1
fn)=c-n

» Caso 1: Comprobamos si existe k > 0, e > 0y ng tal que ¢-n < k-n'=¢¥n > ng
c _
z <n"®%n >ng

Sabemos que n~°¢ es una funcién decreciente y que tiende a 0 cuando n tiende a oo por lo

que no se cumple la relacién para todo n > ng. Por lo tanto no se cumple el primer caso del
teorema maestro.

s Caso 2: Comprobamos si ¢-n € ©(n). Efectivamente se cumple por lo que:
T(n) € O(n -logyn)

¢) i Qué pasa al usar el teorema maestro si en la construccién del KD-Tree se calcula la mediana con
un algoritmo que toma ¢ - n - log(n) pasos?

Solucién: En este caso la recurrencia queda como:

T(n):{c n=1

T(5])+T(5])+c-n-logn n>1

Al igual que antes podemos construir 77 y T» de manera de que T1(n) < T'(n) < Ta(n) y poder
usar el teorema maestro:

c n=1
T =
1) {Z-Tl(LgJ)—i—c-n-logn n>1

c n=1
T =
2(n) {2~T2([g])+c~n~logn n>1

Usamos el teorema maestro para T7:

a=2
b=2
logya =1

fn)=c-n-logn

= Caso 1: Comprobamos si existe £ >0, e > 0y ng tal que ¢-n -logn < k-n'=°Vn > ng
c _
%~logn§n Yn > ng

Siendo logn creciente y n~¢ decreciente no se puede cumplir la relacion.



» Caso 2: Comprobamos si c¢-n -logn € O(n).
Sabemos que no se cumple ya que n - log(n) € O(n)

= Caso 3: Comprobamos si existe & > 0, e > 0, ng tal que c-n-logn > k- n'Tn > ng:
c-logn > k-nvn > ng

Sabemos que n¢ crece siempre més rapido que logn por lo que no se puede cumplir la relacién.
Por lo tanto no se cumple el tercer caso.

No se cumple ninguno de los 3 casos del teorema maestro por lo que no podemos encontrar la
complejidad usando este teorema.

Calcula una cota para la recurrencia anterior desarrollandola con n = 2F.

Solucién: Dado que no pusimos usar el teorema maestro calcularesmos la recurrencia de T'(n)
usando n = 2*:

c k=0
() T(Qk){Q-T(Qk_l)—i-c-Qk-k k>0
Ty =272 428k
TERM) =22 T2 +c- 2 (k=1 4c¢- 28k
T2F)=22. T2 %) +c- 28 (k—1)4c¢- 28k
T =22 2. T2 3) +c- 22 (k-2)]+c- 2" (k—1)+c-2F -k
T =22 7@ 3 +c- 2" (k—2)+c- 28 (k—1)+c-2" -k

i—1
T2 =2" T2 ) +c- 2" (k- )

j=0
Cuando i = k, T(2¥7%) = ¢ por lo que:
k-1
T(2Y) =c- 28 +c- 28 ) (k—)
j=0
La sumatoria se puede escribir como:
k—1
o k-(k=1)
D k=i =3 =3
7=0 j=1
Por lo tanto: (kb1
T2F) =c-2F +¢-2F .(2_ )

Usando: 2F = n y k = log, n:

logyn - (logyn — 1)

T(n)=T2" =c-n+c-n

2
T(n)zc-n—i—%-n-log%n—c-n- log;gn
Podemos probar que T'(n) € O(nlogsn):
Con—l—gmuloggn—cwp log;n < k-nlogin



ya que

l
cn—con- 2220 <(k—£)-nlog§n
2 2
l
e (1= =) < (k- 3) - log}
2 2
logan c

Dado que la parte izquierda es una funcién decreciente, basta con que k > 5 para que se cumpla
la relacién con n suficientemente grande. Por lo tanto T'(n) € O(n - logs n).

Por otro lado podemos probar que T'(n) € Q(n - logs n):

l
092 S k- nlogsn

¢ 2
c-n+§-n-log2n—c-n~

Si elegimos k = {:

>0

l
c~n+§~n~loggnfc~n~ og;n

Esto se cumple con n suficientemente grande por lo que T'(n) € Q(n - log n).
Por lo tanto T'(n) € ©(n - logs n) cuando n = 2.

Usa induccién constructiva para demostrar que T (n) € O(nlogi(n)). (cambié el ejercicio porque
tiene que tener piso y no techo para demostrarlo)

Solucién: Primero lo demostraremos para los casos base y luego construiremos el caso inductivo.

c n=1
T =
1) {2~T1(L3J)+c-n~log2n n>1

s Caso base: T1(1)

Ti(1)=c<k-1-logs(1) =0
Esto no se cumple ya que ¢ > 0. Por lo tanto debemos probar con un caso base mayor.
= Caso base: T} (2)
Ti(2)=2-Ty(1) +c-2-1log2(2) =4c < k-2 -logs(2) = 2k
2c <k
» Caso base: T1(3). Ya que T1(3) depende de T3 (1), también debemos demostrarlo para T; (3):

T1(3)=2-T1(1) +3-c-logs(3) =2c+c-3-loga3 < k-3 - logs(3)
2c+3-c-logs3
3-log3(3)

Por lo tanto k > 2c¢ nos sirve para ambos casos base.

k> ~ 1,66¢

s Caso inductivo: T»(n)
Nuestra hipétesis de induccién dice que Ty (i) < k - i - log3(i), para 1 < i < n. Dado esto
queremos demostrar que T1(n) < k - nlogs(n):

Ti(n)=2-Ty (LgD +c-n-logy(n)



<2-k~{gJ logQ([2J>+c'n~log2(n)
<2-k-— log2 (n)+c-n~log2(n)

Zk'n'(logg( ) = 1)? +c-n-logy(n)
=k -n- (logj(n) —2-logy(n) +1) + ¢ n - logy(n)
= knlogs(n) — 2knlogy(n) + kn + cnlogy(n)

Demostraremos que esto es menor a knlogs(n):
knlogs(n) — 2knlogy(n) + kn + cnlogy(n) < knlogs(n)

—2knlogy(n) + kn + cnlogy(n) < 0
kE(—2nlogy(n) +mn) + cnlogy(n) < 0
k(—2nlogy(n) +n) < —cnlogy(n)

—cnlogy(n)
—2nlogy(n) +n
enlogy(n)
2nlogy(n) — n

Este funcion (de la derecha) es decreciente, y cuando n = 2 es igual a c. Por lo tanto cuando
k > 2 de cumple que Ty(n) < k - nloga(n)¥n > 2. Por lo tanto T} (n) € O(n - log3(n))



