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0. Dé una estimacién e de la nota de su prueba. Si la nota real r de su prueba satisface que
le —r| < 0.5, entonces usted recibira 0.2 puntos en su nota final. Por favor dé esta estimacion
en la misma hoja de respuesta que la pregunta 1.

1. Dado n > 2, recuerde que definimos la matriz M,, como M,[i, j]
la matriz M, como la matrix adjunta de M, vale decir, M}[i, j]

(i—1)-(G—1)

= wy, , y definimos

—(i—1)-(G—1)

= wp, .

(a) [0.6 puntos] Demuestre que M, - M,, = n - I,,, donde I,, es la matriz identidad de orden

n X n.

(b) [0.6 puntos] Demuestre que M) = M,, - P,,, donde P, es la siguiente matriz de permuta-

cion de orden n X n:

0
0
0

(c) [0.8 puntos| Seaa = (agp, a1, ...,an—1), DFT(a) = [yo, y1, .-

Utilizando (a) y (b), demuestre que:
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2. Sea ¢ una férmula proposicional en DNF, vale decir, una férmula de la forma Dy V --- V
D,,, donde cada D; es una conjuncion de literales, es decir, una conjunciéon de variables
proposicionales y negaciones de variables proposicionales. Por ejemplo, (21 Az2) V (mxa Az A
—5)V (—x2A—x3) es una férmula en DNF. Suponemos que m > 2, cada conjuncién D; contiene
¢; > 1 literales (1 < i <m), y que D; no contiene literales repetidos ni complementarios (no
contiene al mismo tiempo a una variables proposicional y a su negacién).

En esta pregunta vamos a desarrollar un algoritmo aleatorizado para aproximar el nimero de
valuaciones que satisfacen a ¢, lo cual es denotado como #DNF(¢p).



(a)

[0.2 puntos] Defina el conjunto S de la siguiente forma:
S = {(o,i)|ie{l,...,m} y o es una valuacién tal que o(D;) = 1}.
Dé un algoritmo eficiente para calcular |S|, vale decir, un algoritmo que calcule |S| en

tiempo polinomial en el tamano de .

[0.5 puntos] Dé un algoritmo eficiente que retorne un elemento de S con distribucién
uniforme (de la misma forma que en la pregunta anterior, esto significa que el algoritmo
debe funcionar en tiempo polinomial en el tamano de ¢, pero suponiendo que puede
generar un numero aleatorio 0 6 1 con distribucién uniforme y en tiempo constante).

[0.2 puntos] Defina ~ como la siguiente relacién de equivalencia sobre S: (01, 41) ~ (02, i2)
si y s6lo si o1 = o9. Recuerde que [(0,i)]~ es la clase de equivalencia de un elemento
(0,i) € S,y que S/~ es el conjunto cociente de S dado ~, vale decir,

S/~ = {llo,))l~ | (0,7) € S}.
Demuestre que |S/~ | = #DNF(y).

[0.2 puntos] Suponga que los elementos de S son escogidos con distribucién uniforme, y
suponga que X es una variable aleatoria tal que para cada (o,i) € S, se tiene que

s
(o 8)]~|
Demuestre que E(X) = |S/~ |, y note que de esto se concluye que E(X) = #DNF(y).

X((U7Z)) =

[0.2 puntos] Suponga que X7, .... X} son k variables aleatorias independientes, y suponga
que cada una de ellas es idéntica a X. Demuestre que dado ¢ € (0,1), se tiene que:

~ Var(X
Pr(|X — E(X)| 2 €- E(X)) k'EQ.EE(;()Qa
1 k
X=- E X;.

donde ? 2
[0.4 puntos] Demuestre que:

Var(X) 9

< —
Bxpe = ™D

[0.3 puntos] Utilizando los resultados anteriores demuestre que para cada ¢ € (0,1):

X — #DNF(p) m? 1
Pr( #DNF(p) <> =T

En particular, indique qué valor del niimero de muestras k nos asegura que vamos a
tener un error menor al 0.1 % con probabilidad %, vale decir, qué valor de k asegura
que:

X — #DNF 1
py (X = #DNE(p)| _ o 999
#DNF () 1000 1000

2



3. Dada una lista [z1,...,2,] de nimeros complejos (que puede tener elementos repetidos), en
esta pregunta usted debe construir un algoritmo que calcule un polinomio p(x) en forma
canénica tal que las raices del polinomio son exactamente [z1,...,xz,]. Por ejemplo, para la
lista [1,2, 1], se tiene que:

pl) = (@=1)-(z=2)-(z—-1)
= 23— 42’ + 502

Nétese que un algoritmo basado en la idea mostrada en este ejemplo funciona en tiempo O(n?)
para una lista de entrada de largo n, considerando a la suma y multiplicacién de dos nimeros
complejos como las operaciones béasicas a contar. En esta pregunta usted debe construir un
algoritmo més eficiente, el cual debe funcionar en tiempo O(n - (logy(n))?).

(a) [1 punto] Utilizando la técnica de dividir para conquistar construya un algoritmo que,
dada una lista [z1,...,2,] de nimeros complejos donde n es una potencia de 2, retorna
un polinomio p(x) en forma candnica cuyas raices son exactamente [z1, . .., T,|. Justifique
por qué su algoritmo funciona correctamente.

(b) [1 punto] Dé una ecuacién de recurrencia para el nimero 7'(n) de sumas y multiplica-
ciones de nimeros complejos que debe realizar su algoritmo, donde n es el largo de la
lista de entrada. Resuelva la ecuacién y demuestre que T'(n) € O(n - (logs(n))?).



