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En este examan debe contestar 4 de las siguientes 5 preguntas.

1. Responda las siguientes preguntas.

a) [0.8 puntos] Sean f,g : — unciones tales que lim —n) = c con ¢ € RT. Demuestre
0.8 S f N RS’ f 1 | f(< )
n—oo g(n
que f € O(g).
.7 puntos| Construya dos funciones f,g: N — tales que f € ©(g) y lim —n) no existe.
b) [0.7 C dos f f N Rg 1 feo 1_> ggn)
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2. Responda las siguientes preguntas.

(a) [0.7 puntos] El algoritmo de ordenamiento Mergesort utiliza como sub-rutina un procedimiento
que, dadas dos listas ordenadas de menor a mayor Ly y Ls, construye una lista ordenada de
menor a mayor L que resulta de mezclar los elementos de L; y Lo. Suponga que el procedimiento
para mezclar listas puede ser implementado realizando un ntimero constante de comparaciones
(no depende del largo de las listas de entrada). ;Cudl es el orden de Mergesort en este caso,
suponiendo que la operacién bésica a contar es la comparacion? Justifique su respuesta.

(b) [0.8 puntos] Considere el problema de calcular la mediana de una lista de largo impar y sin
elementos repetidos, y suponga que A es un algoritmo que resuelve este problema. Demuestre que
si A recibe como entrada una lista L de largo n > 1, entonces en el peor caso A debe realizar al
menos n accesos a los elemento de L.

3. [1.5 puntos] Dada una lista L = [ay, ..., a,] de nimeros enteros, decimos que [a;,,. .., a;,] es una sub-
secuencia creciente de L'si k> 1,1 < < ... <ip <ny a;; < a;,., para cada j € {1,...,k —1}.
Por ejemplo, si L = [2,—3,6, —1,4], entonces [—3], [—3,4], [-1,4] y [2, 6] son sub-secuencias crecientes
de L.

Dada una lista L, defina MaxSec(L) como el mayor largo de las sub-secuencias creciente de L. Por
ejemplo, si L = [2,—3,6,—1,4], entonces MaxSec(L) = 3 puesto que [—3,—1,4] es la sub-secuencia
creciente de L de mayor largo. Utilizando la técnica de programacién dindmica construya un algoritmo
que, dada una lista L, calcule MaxSec(L). Analice la complejidad de su algoritmo y muestre que
funciona en tiempo O(n*) en el peor caso, donde k es una constante, n es el largo de la lista L de
entrada y la comparacién es la operacién basica a contar.

4. [1.5 puntos] Demuestre el Teorema de Lagrange. Vale decir, demuestre que si (G, o) es un grupo finito
y (H,o) es un subgrupo de (G, o), entonces |H| divide a |G|.



5. [1.5 puntos] Sea G = (N, A) un grafo no dirigido y sin loops, vale decir, (1) N es un conjunto (finito)
de nodos, y (2) A es un conjunto de arcos {c,d} tal que ¢,d € N y ¢ # d, donde la notacién de conjunto
es usada para no indicar direccién.! Dados conjuntos de nodos C, D tales que CUD = Ny CND = (),
el corte de G definido por C'y D es el siguiente conjunto de arcos:

0(C,D) = {{c,d}feA|lceCyde D}
Nétese que 9(C, D) = 9(D, C). Ademds, el méximo corte para G es definido de la siguiente forma:
MaxCorte(G) = méx{|0(C,D)||CUD=NyCnNnD=0}

Considere el siguiente algoritmo aleatorizado para calcular el maximo corte de un grafo G no dirigido
y sin loops:

CorteMaximo(G)
N := conjunto de nodos de G
C:=0
D:=

for each c € N do
escoja un numero b en {0,1} con distribucién uniforme
if b=0 then C := CU{c}
else D := DU {c}

return |0(C, D)|

Demuestre que para cada grafo GG no dirigido y sin loops, si X es una variable aleatoria que indica el
valor retornado por CorteMéaximo(G), entonces se tiene que:

1
E(Xg) > 5 axCorte(G)

Nota: para resolver este problema puede ser una buena idea expresar Xg como una sumatoria de
variables aleatorias con distribucién de Bernoulli.

INétese que {c,d} = {d, c}.



