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Técnicas de diseno de algoritmos

En este capitulo vamos a estudiar tres técnicas basicas para el
diseno de algoritmos:

» Dividir para conquistar
» Programacién dinamica

» Algoritmos codiciosos

Estas tres técnicas son Utiles para desarrollar algoritmos en muchos
escenarios.
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Dividir para conquistar

Esta es la forma genérica de una algoritmo que utiliza la técnica de
dividir para conquistar:

DividirParaConquistar(w)
if |w| < k then return InstanciasPequenas(w)
else
Dividir w en wq, ..., wy
for i:=1to / do
S; := DividirParaConquistar(w;)
return Combinar(Sy, ..., Sy)
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Dividir para conquistar

» En DividirParaConquistar k es un constante que indica cuando el
tamafio de una entrada w es considerado pequeiio: |w| < k

» Las entradas pequenas son solucionas utilizado un algoritmo
disenado para ellas: InstanciasPequenas

» En general este algoritmo es sencillo y ejecuta un nimero pequeno
de operaciones

> Si el tamano de una entrada w no es pequeno (|w| > k), entonces
w es dividido es una secuencia wy, ..., wy de entradas de menor
tamano para DividirParaConquistar
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Dividir para conquistar

» Para cada i € {1,...,/} la llamada DividirParaConquistar(w;)
resuelve el problema para la entrada w;

» El resultado de esta llamada es almacenado en S;

» Finalmente la llamada Combinar(S;, ..., S¢) combina los
resultados S1, ..., Sy para obtener el resultados para w

Hemos visto varios ejemplos de esta técnica: algoritmo de multiplicacién
de Karatsuba, biusqueda binaria y Quicksort

» Vamos a ver como utilizar esta técnica para obtener un algoritmo
eficiente para la multiplicacién de matrices cuadradas
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Multiplicacion de matrices cuadradas

Sean A,xn Y Bhxn dos matrices de niimeros enteros.

Queremos construir un algoritmo para calcular A- B

» Medimos la complejidad del algoritmo en términos del nimero de sumas y
multiplicaciones de nimeros enteros, a las cuales asignamos costo 1

Ejercicio
Muestre que el algoritmo usual para multiplicar matrices cuadradas en el peor
caso es O(n?)
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Un cota inferior para la multiplicacion de matrices

11C2283

Sea A un algoritmo para calcular la multiplicacién de matrices cuadradas de

numeros enteros, y cuyas operaciones basicas son la suma y la multiplicacién
de ndimeros enteros.

Proposicién
A debe realizar al menos n* sumas y multiplicaciones de niimeros enteros para

calcular la multiplicacion de dos matrices de n X n

Ejercicio
Demuestre la proposicién utilizando la técnica basada en la mejor estrategia del
adversario.
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Un algoritmo de multiplicacion mas rapido

Tenemos n® como una cota inferior para el nimero operaciones basicas
necesarias para obtener la multiplicaciéon de dos matrices Anxn Y Bnxn

» Y tenemos un algoritmo para este problema que en el peor caso es @(n3)

iHay mucho espacio para mejorar!

» ;Es posible tener un algoritmo para multiplicar matrices cuadradas que
realice f(n) operaciones basicas, donde f(n) € o(n’)?

En las siguientes transparencias vamos a dar una respuesta positiva a esta
pregunta: el algoritmo de Strassen
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

Sean A,xn Y Bnxn dos matrices de niimeros enteros

» Suponemos inicialmente que n es una potencia de 2

Dividimos Ay B de la siguiente forma:

A1 Ao Bi1 Bio
A= 1 B=( 2t °L
( Ax1 Al ) ( Bo1 Bapo )

donde A;jy Bij (i=1,2yj=1,2) son matrices de § x 3
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

11C2283

Dividimos C = A - B de la misma forma:

G G
C = ’ ’
( G Cop )

donde Gjj (i=1,2y j=1,2) es una matriz de § x 3

Tenemos entonces que:

Cia Ai1-Bii+ A2 B Co1 Ax1-Bi1+ A2 Boa
Cio = Aii1-Biao+A B Co = Av1-Bio+ A Boo

El calculo directo de C requiere de 8 multiplicaciones de matrices de 7 X 3

» La idea clave del algoritmo de Strassen es bajar este nimero a 7
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

El algoritmo de Strassen calcula las siguientes multiplicaciones:

Di = (Ai1+A22) (Bi1+ Bao)
D, = (A21+A22) B
D; = Ai1-(Bip2— Bop)
Dy = Asp-(By1— Bia)
Ds = (A11+A12) B
Dsé = (A21—A11) (Bi1+ Bip)
D: = (Ai2—A22) (B21+ Bzpo)
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

Con estas multiplicaciones podemos calcular las matrices que forman C:

D: + Dy — Ds + Dy

= (A11+ A22) - (Bi1+ B22) +As2 - (Bo1 — Bi1) —
(A11+A12) Bop+ (A2 — Axp) - (B21 + B22)

= A11-Bii1+A11-Bo+ A2 Bii+ A2 Boo+ Ao -Bo1 — Ao B —
Al1 - Boo— Ao -Boo+ A2 -Bo1+A12-Boo— A2 By1— Ao B

= A11-Bii1+ A2 Boa

= Ci1

D3 + Ds

= A1 (B2 — B22) + (A1 + A12) - Bopo

= A11-Bip—A11-Bo+A11-Bo+ A2 B
= A11-Bip+ A2 B

= (1,2
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El algoritmo de multiplicacién de Strassen

D> + Dy

= (A1 + A22) - Bi1+ Az (B21— Bi1)
=Ax1-Bi1+ A2 Bii14+ A2 - By1— Ao Bia
=Ax1-Bi1+ A Boa

= (o1

D1 — Dy + D3 + Ds
= (A11+ A22) - (Bi,1+ B22) — (A1 + Asp) - Big1 +
Ai1-(Bip— Bo2)+ (A1 — A11) - (Bi1 + Bi2)
= A11-Bii1+A11-Bo+ A2 - Bii1+ A2 Boo—Ax1-Bii1— Ao Bii +
Ai1-Bio—A11-Boo+ A1 -Bii+Ax1-Bip—Ai1-Bii— A1 Bipo
=Asx1-Bipo+ Ao Boo
= (22
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La complejidad del algoritmo de Strassen

i Cual es el peor caso para el algoritmo de Strassen?

» El algoritmo realiza la misma cantidad de sumas y multiplicaciones de
nimeros enteros para todas las matrices de entrada de n X n

Sea T(n) es nimero de sumas y multiplicaciones de niimeros enteros realizadas
por el algoritmo de Strassen con matrices de entradas de n X n

Tenemos que:

1 n=1

T(n) =
(n) 7-T(g)+c-n2 n>1

donde ¢ € R". jPor qué?
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La complejidad del algoritmo de Strassen
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La ecuacidn de recurrencia anterior sélo fue definida para n potencia de 2, pero
podemos extenderla para considerar cualquier valor de n:

T B 1 n=1
(n) = 7-T(2])+c-n* n>1

Dado que log,(7) > 2.8, tenemos que ¢ - n* € O(n'°&)~%%) por lo que usando
el Teorema Maestro obtenemos que T(n) € @(n'°g2(7))

En particular concluimos que existe d € R" y ny € N tales que para todo
n > np que sea potencia de 2 se tiene que T(n) < d - n'og2(7)
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La complejidad del algoritmo de Strassen

Tenemos entonces un algoritmo para multiplicar matrices cuadradas que
funciona mas rapido que el algoritmo usual.

i Pero como usamos este algoritmo cuando n no es potencia de 27

» Vamos a responder esta pregunta en las siguientes transparencias
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Extendiendo el algoritmo de Strassen

Sean A,x» vV B« dos matrices de niimeros enteros donde n puede no ser una
y
potencia de 2

» Tenemos que 2X < n < 25 para k > 1

Si 25 = n calculamos A - B con el algoritmo de Strassen. Si 2K < n entonces a
partir de Ay B definimos matrices Dyki1y k11 Y Epkr1yokt1 COMO sigue:

(Ali,j] 1<i<nyl<j<n

Dli,j| = <
/] 0 n+1<i<2on+4+1< <2k
. (B[i,j] 1<i<nyl<j<n
E[’?J] — < . k . k41
0 n+1<i<2o0n+4+1<;<2

\
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Extendiendo el algoritmo de Strassen

Utilizando el algoritmo de Strassen calculamos F = D - E, y a partir de F
definimos C,x, como C[i,j] = F[i,j] para i,j € {1,...,n}

Puesto que C = A - B tenemos un algoritmo general para calcular la
multiplicacién de matrices cuadradas.

Ejercicio
Demuestre que el algoritmo extendido de Strassen en el peor caso es O(n'82(7)
considerando como operaciones basicas la suma y multiplicacién de enteros.

» jHay un peor caso para este algoritmo?

» ;Qué sucede si incluye en el tiempo de ejecucidn la construccién de las
matrices C y D? jCambia el orden del algoritmo?
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Multiplicacion de matrices simétricas

La traspuesta de una matriz A, , es definida como una matriz A’ tal
que AT[i,j] = A[j,i] para cada i,j € {1,...,n}

Ademds, una matriz A es simétricasi A= AT

Como en las matrices simétricas hay elementos repetidos, es natural
preguntar si la multiplicacién de dos matrices simétricas puede hacerse
mas rapido.

» ;Es el resultado de la multiplicacién de dos matrices simétricas una
matriz simétrica?
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Multiplicacion de matrices simétricas

11C2283

i Es posible tener un algoritmo para multiplicar matrices simétricas
que realice f(n) sumas y multiplicaciones de nimeros enteros,

donde f(n) € o(n?)?

Usando la técnica de la mejor estrategia del adversario es posible dar una
respuesta negativa a esta pregunta.

» La demostracién sigue la misma idea que para el caso general de
matrices cuadradas

Pero en este caso es posible utilizar la técnica de reduccidén para dar de
manera mas simple una respuesta negativa a la pregunta.
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Una cota inferior para la multiplicacién de matrices simétricas
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Vamos a reducir el problema de multiplicar matrices cuadradas al
problema de multiplicar matrices simétricas.

Sean A, «n Y Bhxn dos matrices cuadradas (no necesariamente simétricas)

Vamos a mostrar cémo calcular A - B utilizando un algoritmo arbitrario A
para la multiplicacién de matrices simétricas.
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Una cota inferior para la multiplicacién de matrices simétricas

Defina las matrices Cy.px2.n Y Do.nx2., de la siguiente forma:

0 A 0 BT
=(w5) °=(s %)

donde 0 es una matriz de n X n que contiene el valor 0 en cada posicién.

Las matrices C y D son simétricas.
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Una cota inferior para la multiplicacién de matrices simétricas

Tenemos que:
A-B 0
C'D_( 0o AT.BT )

Por lo tanto a partir de C - D podemos obtener A- B

Recuerde que la multiplicacién de dos matrices cuadradas de n X n requiere de
al menos n* sumas y multiplicaciones de enteros.

Entonces, dado que el cdlculo de la reduccién no utiliza sumas ni
multiplicaciones de niimeros enteros, obtenemos que n”* < t4(2 - n)

» Puesto que C y D son matricesde 2-nXx 2-n
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Una cota inferior para la multiplicacién de matrices simétricas

Si suponemos que t4(n) € o(n?), entonces:

(Ve € R$)(3no € N)(Vn > no)(ta(n) < c-n?)

Tenemos entonces que:

(Ve € R$)(3no € N)(¥Yn > no)(ta(2-n) < 4-c-n)

1

En particular si consideramos ¢ = ¢

obtenemos que:

(Fno € N)(Vn > no)(£a(2- n) < % )

Como tenemos que n° < t4(2 - n) concluimos que:

(Fno € N)(¥n > no)(n? < % %)

Lo cual nos lleva a una contradiccidn. []
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Programacion dinamica: un primer ingrediente

Al igual que dividir para conquistar, la técnica de programacién dindmica
resuelve un problema dividiéndolo en sub-problemas mas pequenos.

Pero a diferencia de dividir para conquistar, en este caso se espera que
los sub-problemas estén traslapados.

» De esta forma se reduce el nimero de sub-problemas a resolver, de
hecho se espera que este niimero sea pequeio (al menos polinomial)
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Contando el nimero de caminos en un grafo

Dado un grafo G = (N, A), recuerde que una secuencia ay, ..., ag de
elementos en N es un camino en G si:
1. £>2

2. (aj,aj11) € Aparacadaie{l,...,.£—1}

Decimos que un camino ay, ..., as va desde a; a ay, y definimos su largo
como (¢ - 1), vale decir, el nimero de arcos en el camino.
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Contando el nimero de caminos en un grafo

Dado un grafo G = (N, A), un par de nodos b, ¢ en N y un nimero /,
queremos desarrollar un algoritmo que cuente el nimero de caminos
desde b a ¢ en G cuyo largo es igual a £

Suponemos que N ={1,...,n}, 1 < /¢ < ny representamos G a través
de su matriz de adyacencia M:

> si (i,j) € A, entonces M[i,j] =1, en caso contrario M[i,j] =0

Queremos entonces definir la funcién ContarCaminos(M, b, c, /)
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Una primera definicién de ContarCaminos

ContarCaminos(M[1...n|[1...n], b, ¢, ¥)
if / =1 then return M|[b, c]
else
aux =0
for i :=1to ndo
aux := aux + M|[b, i] - ContarCaminos(M, i, ¢, { — 1)
return aux

Observe que usamos la notacién C[1...m|[1l... n| para indicar que la
matriz C tiene m filas y n columnas.
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Una segunda definicion de ContarCaminos

Podemos reducir el nimero de llamadas recursivas:

ContarCaminos(M[1...n|[1...n], b, c, )
if / =1 then return M|b, c]
else
aux =0
for i :=1to ndo
if M[b,i] =1 then
aux := aux + ContarCaminos(M, i, ¢, { — 1)
return aux
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Llamadas repetidas en ContarCaminos

Considere el siguiente grafo G (representado por una matriz M):

(D—E—©

Suponga que queremos contar el nimero de caminos en G desde el nodo
1 al nodo 6 y cuyo largo sea 4
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Llamadas repetidas en ContarCaminos

Tenemos las siguientes llamadas recursivas:

\
.

(ContarCaminos(M, 1, 6, 4)]

1 ,’V ‘\\ 1
[ContarCaminos(M, 2, 6, 3)) [ContarCaminos(M, 3, 6, 3)]
« 13
1. l l 11
[ContarCaminos(M, 4, 6, 2)) [ContarCaminos(M, 4, 6, 2)]
« 13
1, l l 11
[ContarCaminos(M, 5, 6, 1)] [ContarCaminos(M, 5, 6, 1)]
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Llamadas repetidas en ContarCaminos
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Ejercicio

nt —1
lamadas al

Demuestre que en el peor caso se debe realizar
- n o
procedimiento ContarCaminos, suponiendo que la entrada es

M[L...n][1...n], b, c, £ con n > 2

» ;Para qué grafos obtenemos el peor caso?

El algoritmo realiza muchas llamadas recursivas repetidas.

» Un niimero exponencial dado que sélo podemos tener n? - ¢ llamadas
distintas en la ejecucion de ContarCaminos(M([1...n][1...n], b, c, ¥)

Puesto que tenemos llamadas traslapadas y un espacio pequeno de
sub-problemas este es un problema adecuado para programacién dinamica.
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Una tercera definicion de ContarCaminos
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Queremos calcular el nimero de caminos de largo ¢ desde un nodo b a un nodo
c en un grafo G (representado por una matriz de adyacencia M)

Para evitar hacer [lamadas recursivas repetidas, y asi disminuir el nidmero de
llamadas recursivas, definimos una secuencia de matrices Hi, ..., H, tales que:

H[i,j] es el nimero de caminos de i a j de largo k

De esta forma la respuesta a la pregunta inicial estd en Hy|[b, c]

La secuencia Hi, ..., Hy se define de la siguiente forma:
1. HH=M
2. Hiyz1 = M - Hy para kE{l,...,é—l}
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Una tercera definicion de ContarCaminos

La implementacién recursiva de la idea descrita:

ContarTodosCaminos(M[1...n|[1...n], ¢)
if / =1 then return M

else
H := ContarTodosCaminos(M, ¢ — 1)

return M- H

ContarCaminos(M[1...n|[1...n], b, c, )
H := ContarTodosCaminos(M, /)
return H[b, c]
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La complejidad de ContarCaminos

Ejercicio
Demuestre que ContarCaminos en el peor caso es O(/ - n'°8(7))

» ;jCudl es el tamano de la entrada para ContarCaminos?

» ;i Qué operaciones basicas debemos considerar en el andlisis de
ContarCaminos?

» El algoritmo de Strassen es usado para obtener este resultado
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Un

11C2283

primer desafio

Un camino ai, ..., a¢ en un grafo G es simplesiaj #ajparal <i<j</

» Vale decir, no tiene nodo repetidos

Ejercicio
Suponga que G es un grafo representado por una matriz de adyacencia My b,

¢ son dos nodos distintos en G

Queremos implementar la funcién ContarCaminosSimples(M, b, c, £) que
retorna el nimero de caminos simples de largo £ desde b a c en G

» jPuede esta funcidn ser implementada de manera eficiente usando
programacién dindmica?

» Si no puede ser implementada, jpuede demostrar que éste es un
problema dificil?
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Programacion dinamica: un segundo ingrediente
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En general, programacién dinamica es usada para resolver problemas
de optimizacion.

Para que un problema de optimizacion pueda ser resuelto con esta
técnica se debe cumplir el siguiente principio de optimalidad para
los sub-problemas:

Una solucién 6ptima para un problema contiene
soluciones éptimas para sus sub-problemas

Vamos a ver un ejemplo de este principio que enfatiza otra caracteristica
de programacién dindmica: en general los problemas deben ser resuelto
de forma bottom-up.
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Midiendo la distancia entre dos palabras

Sea X ={a,b,...,z} el alfabeto espafiol, el cual contiene 27 simbolos.

» Vamos a considerar las palabras (strings) sobre el alfabeto ¥

Vamos a utilizar distancia de Levenshtein para medir cuan similares son
dos palabras.

» Esta es una de las medidas de similitud de palabras mas populares
por lo que usualmente es llamada edit distance

Dadas dos palabras wy, wp, € ¥*, utilizamos la notacién ed(wy, wy) para
la edit distance entre wy y ws

» Tenemos queed:2* x2* — N
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Tres operadores sobre palabras

SeaweXfconw=a1--ra,yn>0

» Sin=0 entonces w = ¢

Para i€ {l,...,n} y b € X tenemos que:

eliminar(w,i) = ai---aj—1di4+1---an
agregar(w,i,b) = ai---ajbajy1---an
cambiar(w,i,b) = ai---aj_1bajt1---an

Ademds, tenemos que agregar(w, 0, b) = bw

Ejemplo
eliminar(hola,1) = ola eliminar(hola,3)
agregar(hola,0,y) = yhola agregar(hola,3,z)
cambiar(hola,2,x) = hxla
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| a distancia de Levenshtein

Dadas palabras wy, wp, € ¥*, definimos ed(wy, wp) como el menor
nimero de operaciones eliminar, agregar y cambiar que aplicadas desde
Wi generan wop

Ejemplo

Tenemos que ed(casa, asado) = 3 puesto que:
agregar(casa,4,d) = casad
eliminar(casad,1) = asad
agregar(asad,4,0) = asado
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| a distancia de Levenshtein

Ejercicios

1. Demuestre que ed(wi, w2) < |wi| + |ws|

2. Demuestre que ed es una funcién de distancia, vale decir, muestre
lo siguiente:
2.1 ed(wl, W2) =0 si Yy solo si wi; = Wo
2.2 ed(Wl, W2) = ed(WQ, W1)

2.3 ed(wl, W2) < ed(W17 W3) —+ ed(W3, W2)

3. Dadas dos palabras wi, w, del mismo largo, la distancia de Hamming
entre wi; y ws es definida como el nimero de posiciones en las que tienen
distintos simbolos. Denote esta distancia como hd(wi, w,)

3.1 Demuestre que ed(w1, wa) < hd(wi, w)

3.2 Encuentre palabras ws y w, tales que ed(ws, wa) < hd(ws, wa)
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Calculando la distancia de Levenshtein

Para calcular ed(wy, ws) no podemos considerar todas las posibles
secuencias de operaciones que aplicadas desde w; generan w»

» Incluso si consideramos las secuencias de largo a los mas
\wi| + |wa| vamos a tener demasiadas posibilidades

Para calcular ed(w;, ws) utilizamos programacién dindmica.
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Notacion preliminar

Dado w € L* tal que |w| = n, ydado i € {1,..., n}, definimos w/i]
como el simbolo de w en la posicién |

» Tenemos que w = w|l]--- wn]

Ademas, definimos el infijo de w entre las posiciones i y j como:

W[ia.j] —

wli]---wl[j] 1<i<j<n
en caso contrario
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La distancia y un principio optimalidad para sub-secuencias
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Sean wi, w» € ¥*, y suponga que o1, ..., Ok €S una secuencia optima de
operaciones que aplicadas desde w; generan w, con kK > 1

» Tenemos que ed(wi, wo) = k

Considere 0 < i < |ws| y suponga que oy, ..., o¢ es la sub-secuencia de las
operaciones en o1, ..., 0k que son aplicadas a wi[1,i] con 1 < /¢ < k

Estamos suponiendo que las operaciones sobre wi[1, i] son las primeras en ser
aplicadas, jpor qué podemos hacer este supuesto?
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La distancia y un principio optimalidad para sub-secuencias

Podemos realizar el supuesto por la siguiente razén: si paras e {1,...,/ —1}
tenemos que 0s41 e€s una operacion sobre wi[l, i] pero os no lo es, entonces
podemos permutar estas dos operaciones para generar os:1, 0, tal que:

> si 0s11 cambia un simbolo por otro, entonces 0 = os

> si 0511 agrega un simbolo, entonces o se obtiene desde os cambiando la
posicién t € {1,...,n} mencionada en os por t + 1

> si 0s11 elimina un simbolo, entonces o se obtiene desde os cambiando la
posicién t € {1,...,n} mencionada en os por t — 1

Finalmente, suponga que la aplicacién de o1, ..., o, desde wi[l, i] genera
wa[l,j] con 0 < j < |wy]
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La distancia y un principio optimalidad para sub-secuencias

Entonces la sub-secuencia o1, ..., o, debe ser éptima para la generacién de
wa[1, j] a partir de wi[1, /]

> Vale decir, ed(wi[1, i], wa[1,j]) = ¢

Suponga que lo anterior no es cierto, y suponga que oy, ..., 0/, €s una
secuencia de operaciones con m < £ que genera wo[1, j| desde wi[1, i]

En la secuencia oy, ..., ok que genera w»y desde w; podemos reemplazar oy, ...,

O¢ por oy, ..., On

» La secuencia resultante se puede utilizar para generar w, desde w;

Concluimos que ed(wi, wz) < (k —4)+ m=k — (£ — m) < k, lo que
contradice el supuesto inicial.
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Una definicion recursiva de la distancia de Levenshtein

Fije dos strings wy, wp, € L* tales que |wy| = my |ws| = n

Dados i € {0,...,m} yj € {0,...,n}, definimos
ed(la./) — ed(W1[17 I]7 W2[17./])

Observe que ed(wy, wy) = ed(m, n)

Ademids, definimos el valor dif(/,j) como 0 si wy[i] = ws[j], y como 1 en
caso contrario.
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Una definicion recursiva de la distancia de Levenshtein

Del principio de optimalidad para sub-secuencias obtenemos la siguiente
definicién recursiva para la funcién ed:

(max{i, j} i=00j=0
ed(i,j) = < min{l+ed(i—1,)),
1+ed(i,j—1), i>0yj>0
dif(i,j) +ed(i —1,j — 1)}

\

Tenemos entonces una forma de calcular la funcién ed que se basa en resolver
sub-problemas mas pequenos

» Estos sub-problemas estan traslapados y se tiene un ndmero polinomial
de ellos, podemos aplicar entonces programacién dindmica
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Una implementacion recursiva de la distancia de
Levenshtein

EditDistance(w1, i, ws, j)

if i =0 then return

else if j = 0 then return |

else
r := EditDistance(w1, i — 1, wa, J)
s := EditDistance(ws, i, wp, j — 1)
t .= EditDistance(w:, i — 1, wp, j — 1)
if wi[i] = ws[j] then d :=0
else d =1
return min{1+4r,1+s,d + t}

i Es esta una buena implementacién de EditDistance?

» No porque tenemos muchas llamadas recursivas repetidas, es mejor
evaluar esta funcién utilizando un enfoque bottom-up
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Una evaluacion bottom-up de la distancia de Levenshtein

Para determinar los valores de la funcién ed construimos una tabla
siguiendo un orden lexicografico para los pares (/,):

(1,J1) < (i2,)2) siysélosi i <ho(ih=hyj<j)

Por ejemplo, para determinar el valor de ed(casa, asado) construimos la
siguiente tabla:

WD~ O

WIN =P
N DNNDN DN ?
NN W WP
N W W AP
W P00 O

M o O
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Una evaluacion bottom-up de la distancia de Levenshtein

A partir de la tabla podemos obtener una secuencia éptima de

operaciones para transformar casa en asado:

a s a d o
O 123 |45
c|1|1]2|3|4]|5
al2|1]22|3]|4
s|3|2|1|2|3]|4
a|4 (3121123
Estas operaciones son las siguientes:

eliminar(casa,1) = asa

agregar(asa,3,d) = asad

agregar(asad,4,0) = asado
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El costo de calcular la distancia de Levenshtein

i Qué operaciones debemos contar al analizar la complejidad del algoritmo
discutido en las transparencias anteriores?

» Consideramos como operaciones bdasicas acceder a una celda de la tabla
(para leer o escribir), realizar operaciones con elementos de la tabla
(sumar o comparar) y comparar elementos de las palabras de entrada

Corolario

Utilizando programacion dinamica es posible construir un algoritmo para
calcular ed(w1, wo) que en el peor caso es O(|wi| - |wa|)
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Algoritmos codiciosos

Los algoritmos codiciosos son usados, en general, para resolver problemas
de optimizacion.

El principio fundamental de este tipo de algoritmos es lograr un éptimo
global tomando decisiones locales que son éptimas.

» En general, la intuicion detras de estos algoritmos es simple

Dos componentes fundamentales de un algoritmo codicioso:
» Una funcién objetivo a minimizar o maximizar

» Una funcién de seleccién usada para tomar decisiones
locales éptimas
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Algoritmos codiciosos

Lamentablemente en muchos casos los algoritmos codiciosos no
encuentran un éptimo global

» Sin embargo, en muchos casos pueden ser usados como heuristicas
para encontrar valores de la funcién objetivo cercanos al éptimo

Una segunda dificultad con los algoritmos codiciosos es que, en general,
se necesita de una demostracidon formal para asegurar que encuentran el
optimo global

» Aunque pueden ser algoritmos simples, en algunos casos no es obvio
por qué encuentran el éptimo global

Vamos a ver un ejemplo clasico de algoritmos codiciosos.
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Almacenamiento de datos

Dada una palabra w sobre un alfabeto X, suponga que queremos almacenar w
utilizando los simbolos 0 y 1

» Esta palabra puede ser pensada como un texto si X incluye las letras del
alfabeto espanol, simbolos de puntuacidn y el espacio, por lo tanto puede
ser muy larga

» El uso de 0 y 1 corresponde a la idea de almacenar el texto en
un computador

Definimos entonces una funcién 7: £ — {0,1}" que asigna a cada simbolo en
a € ¥ una palabra en 7(a) € {0,1}" con 7(a) # ¢

» Vamos a almacenar w reemplazando cada simbolo a € > que aparece en
w por 7(a)

» Llamamos a 7 una 2 -codificacidn

[1C2283 — Técnicas bdsicas de disefio de algoritmos 55 / 80



Almacenamiento de datos

La extensidon 7 de una 2-codificacidon 7 a todas las palabras w € X* se
define como:

™
S
|

3
T(a1)---7(ap) w=ay---a,conn>1

Vamos a almacenar w como 7(w)

> Sila X-codificacién 7 estd fija (como el cédigo ASCII) entonces no
es necesario almacenarla

> Si 7 no estd fija entonces debemos almacenarla junto con 7(w)

> En general |w| es mucho mas grande que |X|, por lo que el costo de
almacenar 7 es despreciable
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Almacenamiento de datos

La funcién 7 debe especificar una traduccién no ambigua: si wy # wy,
entonces 7(wy) # T(w»)

» De esta forma podemos reconstruir el texto original dada
su traduccién

Vale decir, T debe ser una funcién inyectiva

» ;Como podemos lograr esta propiedad?
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Codificaciones de largo fijo

Obviamente para lograr una traduccidén no ambigua necesitamos que
7(a) # 7(b) para cada a,b € ¥ tal que a # b

Para obtener la misma propiedad para T podemos imponer la siguiente
condicién: para cada a, b € ¥ se tiene que |7(a)| = |7(b)]

» Decimos entonces que 7 es una 2-codificacién de largo fijo

Ejercicio
Muestre que para tener una X-codificacién de largo fijo basta con asignar a
cada a € X una palabra 7(a) € {0,1}" tal que |7(a)| = [log,(|Z|)]
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Codificaciones de largo variable

Decimos que 7 es una 2-codificacién de largo variable si existen a, b € X
tales que |7(a)| # |T(b)]

i Por qué nos conviene utilizar codificaciones de largo variable?

» Podemos obtener representaciones mas cortas para la palabra que
queremos almacenar
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Codificaciones de largo variable

Ejemplo
Suponga que w = aabaacaab

» Para 11(a) =00, 71(b) =01y 71(c) = 10 tenemos que:

71(w) = 000001000010000001

» Para m(a) =0, m(b) =10 y m(c) = 11 tenemos que:

7»(w) = 001000110010

Por lo tanto |72(w)| = 12 < 18 = |74 (w)|

Pero nos falta responder una pregunta: jpor qué 7» es inyectiva?
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Codificaciones de largo variable

11C2283

L ema

Si existen wi, wp, € X tales que wi # w» y T(wi) = 7(wz), entonces existen

a,b € X tales que a # b y 7(a) es un prefijo de T(b)

Demostracién: Suponga que wy # wa, #(w1) = F(wa) y

ai...am m>1
b1...bn I‘IZ].

w1
wW>

Ademas, sin perdida de generalidad suponga que m < n

Si wi es prefijo propio de w» entonces 7(wi) es prefijo propio de 7(w»)

» Puesto que 7(a) # e paracadaae X

Dado que 7(wi) = 7(wz), tenemos entonces que wi no es prefijo propio de w»
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Codificaciones de largo variable

Sea k = min a; # b;

1<i<m

» k esta bien definido puesto que wis # wa y wi no es prefijo propio de wy

Dado que 7(a1---ak—1) = 7(b1--- bk—1) y T(w1) = 7(wz), concluimos que
7ﬁ(ak"'am) :f(bkbn)

Tenemos entonces que 7(ax)---7(am) = 7(bk) - - - 7(bn), de lo cual se deduce
que 7(ax) es un prefijo de 7(bx) o 7(bk) es un prefijo de 7(ax)

» Lo cual concluye la demostraciéon puesto que ax # b []
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Codificaciones libres de prefijos

Decimos que una 2-codificacidn 7 es libre de prefijos si para cada
a,b € ¥ tales que a # b se tiene que 7(a) no es un prefijo de 7(b)

Ejemplo

Para ¥ = {a,b,c} y 7(a) =0, 7(b) = 10, 7(c) = 11, se tiene que T es
libre de prefijos.

Corolario

Si T es una codificacion libre de prefijos, entonces T es una
funcion inyectiva.
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Frecuencias relativas de los simbolos

Palabra a almacenar: w € ¥~

Para a € ¥ definimos fr, (a) como la frecuencia relativa de a en w, vale decir,
el nimero de apariciones de a en w dividido por el largo de w

: —_— _ 2 1
> Por ejemplo, si w = aabaacaab, entonces fr,(a) = 3 y fru(c) = 3
Para una X-codificacién 7 definimos el largo promedio para w como:

P (1) = D fru(a)-I7(a)

acy

Tenemos entonces que |7(w)| = Ip,,(7) - |w|

> Por lo tanto queremos una X-codificacién 7 que minimice Ip (7)
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Frecuencias relativas de los simbolos y la funcidn objetivo

Problema de optimizacion a resolver

Dado w € X*, encontrar una 2-codificacién 7 libre de prefijos que
minimice el valor Ip,,(7)

La funcién objetivo del algoritmo codicioso es entonces Ip,,(x)

» Queremos minimizar el valor de esta funcidon
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Frecuencias relativas de los simbolos y la funcidn objetivo

La funcién Ip,, (x) se define a partir de la funcién fr,,(y)

» No se necesita mas informacién sobre w. En particular, no se
necesita saber cudl es el simbolo de w en una posicién especifica

Podemos entonces trabajar con funciones de frecuencias relativas en
lugar de palabras

» La entrada del problema no va a ser w sino que fr,,
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Frecuencias relativas de los simbolos y la funcidn objetivo

Decimos que f : ¥ — (0, 1) es una funcién de frecuencias relativas para

Y si se cumple que Z f(a) =1
acx

Dada una funcidon f de frecuencias relativas para 2 y una X-codificacién
7, el largo promedio de 7 para f se define como:

pe(r) = Y f(a)-I7(a)

acx

La entrada del problema es entonces una funcién f de frecuencias
relativas para X, y la funcién objetivo a minimizar es Ips(x)
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Un ingrediente fundamental: codificaciones como arboles

Representamos la codificacién 7(a) = 0, 7(b) = 10, 7(c) = 11 como un
arbol binario:
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Un ingrediente fundamental: codificaciones como arboles

Si una X-codificacién 7 es libre de prefijos, entonces el arbol que la
representa satisface las siguientes propiedades.

» Cada hoja tiene como etiqueta un elemento de X, y estos son los
lnicos nodos con etiquetas

» Cada simbolo de X es usado exactamente una vez como etiqueta
» Cada arco tiene etiqueta 0 6 1

» Si una hoja tiene etiqueta e y las etiquetas de los arcos del camino
desde la raiz hasta esta hoja forman una palabra w € {0,1}%,
entonces 7(e) = w
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Codificaciones como arboles y las frecuencias relativas

Podemos agregar al arbol binario que representa una codificacién 7 la
informacidn sobre las frecuencias relativas dadas por una funcién f:

©

WIN

® ©

OIN
O

Llamamos a este arbol abf(r, f)

» jEstos arboles son muy dtiles!
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Alguna propiedades importantes

Ejercicios
Sea f una funcién de frecuencias relativas para ¥ y 7 una 2-codificacién libre
de prefijos que minimiza la funcién Ip,(x)

1. Sean uy v dos hojas en abf(r, f) con etiquetas a y b, respectivamente.
Demuestre que si el camino de la raiz a u es mds corto que el camino de
la raiz a v, entonces f(a) > f(b)

2. Demuestre que cada nodo interno en abf(r, f) tiene dos hijos

3. Sean a,b € ¥ tales que a# b, f(a) < f(b) y f(b) < f(e) para todo
e € (X \ {a, b}). Demuestre que existe una X-codificacién 7’ libre de

prefijos tal que Ip,(7’) = lp,(7) y las hojas con etiquetas ay b en
abf(7’, f) son hermanas

> Vale decir, existe w € {0,1}" tal que 7'(a) = w0 y 7/(b) = wl
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Calculando el minimo de Ip¢(x)

Vamos a ver un algoritmo codicioso para calcular una 2-codificacién 7 libre de
prefijos que minimiza Ip;(x)

» El algoritmo calcula la codificacién de Huffman

El algoritmo tiene los ingredientes mencionados de un algoritmo codicioso.
» Funcidn objetivo a minimizar: Ip.(x)

» Funcién de seleccién: elige los dos simbolos de > con menor frecuencia
relativa, los coloca como hermanos en el arbol binario que representa la
> -codificacién éptima, y continua la construccién con el resto de los

simbolos de X

Ademas, es necesario realizar una demostracién para probar que el algoritmo
es correcto.
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El algoritmo de Huffman

En el siguiente algoritmo representamos a las funciones como conjuntos de
pares ordenados, y suponemos que f es una funcién de frecuencias relativas que
al menos tiene dos elementos en el dominio.

CalcularCodificaciénHuffman(f)

Sea X el dominio de la funcién f

if X = {a, b} then return {(a,0),(b,1)}

else
Sean a,b € ¥ talesque a# b, f(a) < f(b) y

f(b) < f(e) para todo e € (X \ {a, b})

Sea ¢ un simbolo que no aparece en X
g = (f~{(a,1(a)), (b, f(b))}) U{(c,f(a) + f(b))}
7* := CalcularCodificacionHuffman(g)
w = 7"(c)
7 := (7" ~{(c,w)}) U{(a, w0), (b, wl)}
return T
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La correctitud de CalcularCodificacionHuffman

Teorema

Si f es una funcion de frecuencias relativas, > es el dominio de f y
7 = CalcularCodificacionHuffman(f), entonces T es una ¥ -codificacion
libre de prefijos que minimiza la funcion Ipq(x)

Demostracion: Vamos a realizar la demostracién por induccién en |X|

Si |X| = 2, entonces la propiedad se cumple trivialmente

» jPor qué?

Suponga entonces que la propiedad se cumple para un valor n > 2,y
suponga que || =n+1
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| a demostracion del teorema

Sean a, b, ¢, g, 7° y 7 definidos como en el cddigo de la llamada
CalcularCodificacionHuffman(f), y sea I' el dominio de g

Como || = n y 7* = CalcularCodificaciénHuffman(g), por hipdtesis
de induccién tenemos que 7* es una [-codificacién libre de prefijos que
minimiza la funcién Ip,(x)

Dada la definicidn de 7 es simple verificar las siguientes propiedades:

» 7 es una codificacién libre de prefijos
» Para cada e € (X \ {a, b}) se tiene que 7(e) = 7*(e)
> |7(a)l = |7(b)| = [7*(c)| + 1
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| a demostracion del teorema

Por contradiccién suponga que 7 no minimiza el valor de la funcién Ip,(x)

> Vale decir, existe una X-codificacién 7’ libre de prefijos tal que 7’
minimiza la funcidn lp.(x) y Ip(7") < lps(7)

Por |la definiciéon de a, b y los ejercicios anteriores podemos suponer que existe
w € {0,1}" tal que 7'(a) = wO y 7'(b) = wl

> Notese que w # ¢ puesto que |X| > 3

A partir de 7' defina la siguiente -codificacién 7"':

7= (@ 7(@), (b, (B))) U {(e W)}

Tenemos que 7" es una M-codificacién libre de prefijos

» jPor qué?
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La relacién entre Ip(7%) y Ips(7)

p(7") =D _g(e)-|7"(e)

ecl

(¥ e@- 1 @l) +e©- I

ec(MF~{c})

- ( f(e)- \T(e>|) +(F(a) + £(b)) - |7*(c)]
eG(Z\{a b})

N ( f(e)- \T(e>l) +f(a) - |7 (c)| + F(b) - |[7*(c)]
eG(Z\{a b})

(X A1) + @) (@] - 1)+ £(8) - (r(6)

ec(X~{a,b})

_ (Z fe)- |T(e)\) ~ (f(a) + (b))

ecy

= lps(7) — (f(a) + f(b))
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La relacién entre Ip,(7") y Ips(7')

P (T") =D _gle)-7"(e)l

ecl

(X e@- 1 @) +e@)- 7o)

ec(lF'~{c})

(X A @) + (Fla) + (b))

ec(X~{a,b})

:( S f(e)-|7’(e)\)+f(a)-\T”(c)\+f(b)-lf”(c)\

ec(X~{a,b})

(T A @) + @) (7@ - D+ () (7 (5)] - 1)

ec(X~{a,b})

_ (Z f(e) - \T'(e)o — (f(a) + (b))

ecy

= Ip;(7") — (f(a) + f(b))
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Obteniendo una contradiccidn

Tenemos entonces que

Ip(7") = lpe(7") = (f(a) + (b))
< lpg(7) — (f(a) + £(b))
= Ip (7)

Concluimos entonces que 7* no minimiza la funcién Ip,(x), lo cual
contradice la hipdtesis de induccidn. []
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Dos comentarios finales

La siguiente funcién calcula la codificacién de Huffman teniendo como entrada
una palabra w:

CalcularCodificacionHuffman(w)
if w = ¢ then return ()
else

2 = conjunto de simbolos mencionados en w
if X = {a} then return {(a,0)}
else return CalcularCodificacionHuffman(fr, )

i Cudl es la complejidad de CalcularCodificaciénHuffman(f)?

» ;Qué estructura de datos deberia ser utilizada para almacenar f7?
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