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Para recordar: aritmética modular

Dados dos nimeros a, b € Z, si b > 0 entonces existen «, § € Z tales
que 0< B < by

a = «a-b+p

Ademads, estos niimeros o, 5 son Unicos

3 es llamado el resto de la divisién entera entre a 'y b, y es denotado
como amod b

> Por ejemplo, 8mod3 =2, 9mod3 =0y (—8) mod3 =1
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Para recordar: aritmética modular

Definicion

b= cmodn si n divide a (c — b)

Usamos la notacién n|m para indicar que n divide a m

» b= cmodnsin|(c — b)
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Para recordar: algunas propiedades basicas

Proposicion
1. a=bmodn si y sélo si amodn = bmodn

2. a= (amodn)modn

3. Sia=bmodn y c = d modn, entonces:

(a+ ) (b+d) modn
(a-c) (b-d) mod n

Ejercicios
1. Demuestre la proposicién

2. Demuestre que un nimero n es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus
digitos es divisible por 3
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Algoritmos basicos en teoria de niimeros

Vamos a estudiar tres algoritmos fundamentales en el area:

» Exponenciacién rapida
» El algoritmo de Euclides para el cdlculo del maximo comun divisor

» El algoritmo de Euclides extendido y el cdlculo del inverso modular
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Exponenciacién rapida: calculando a® mod n

Utilizamos el siguiente algoritmo para calcular a®> mod n, el cual es
llamado exponenciacién rapida:

EXP(a, b, n)
if b =1 then return amodn
else if b es par then
val := EXP(a ,2, n)
return (val- val) mod n
else
val := EXP(a, ,n)
return (val- val- a)
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La complejidad de EXP

Ejercicio
Considerando la multiplicacién de enteros y el calculo de la funcién
x mod y como las operaciones bdsicas a contar, demuestre que

EXP(a, b, n) en el peor caso es O(log,(b))
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Maximo comun divisor

Sea MCD(a, b) el madximo comtn divisor de los nimeros a'y b

» jCémo podemos calcular MCD(a, b)?

Proposicion
Si b > 0, entonces MCD(a, b) = MCD(b, a mod b)

Demostracion: Vamos a demostrar que un nimero c divide a ay bsiy
sélo si ¢ divide a by amod b

> De esto se concluye que MCD(a, b) = MCD(b, amod b)
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Maximo comun divisor

Sabemos que a = a - b+ (amod b)

(=) Suponga que c|ay c|b.

Dado que (amod b) = a — « - b, concluimos que c|(amod b).
(<) Suponga que c|b y c|(amod b).

Dado que a =« - b+ (amod b), tenemos que c|a ]
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Calculo de maximo comun divisor

De lo anterior, concluimos la siguiente identidad para a > O:

a b=0

MCD(a, b) =
(2. 6) {MCD(b,amodb) b>0

Usamos esta identidad para generar un algoritmo para calcular el maximo
comiun divisor, el cual es conocido como Algoritmo de Euclides:

MCD(a, b)
if a=0 and b = 0 then return error
else if a = 0 then return b

else if b = 0 then return a
else if a > b then return MCD(b, amod b)

else return MCD(a, bmod a)

i Cual es la complejidad del algoritmo?
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La complejidad del algoritmo

Lema
Sia>byb>0, entonces (a modb) <

a
2
Demostracion: Si b > g:

a a
modb = a—b — = = =
amo a < a-s 5

[1C2283 — Algoritmos en teoria de niimeros 11 / 98



La complejidad del algoritmo

Si b< g entonces:

amodb < b < g
Si b= 3 (a debe ser par):
amodb = 0 < b = g
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La complejidad del algoritmo

Ejercicio
Suponga que la operacién basica para el algoritmo MCD es el cdlculo de

la funcidén x mod y. Muestre entonces que el algoritmo en el peor caso es
O(log,(max{a, b})), suponiendo que la entrada es (a, b)

» Vale decir, MCD es de orden lineal en el tamano de la entrada en
el peor caso
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Una nocién importante: inverso modular

Definicion

b es inverso de a en modulo n si a- b =1 modn

Ejemplo

37 es inverso de 13 en mdédulo 60

i Todo nimero tiene inverso modular?

» No, 2 no tiene inverso en mddulo 4

i Bajo qué condiciones a tiene inverso en médulo n?
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Una identidad util

|dentidad de Bézout
Para cada a,b € N tales que a # 0 o b # 0, existen s, t € Z tales que:

MCD(a,b) = s-a+t-b

Demostracion: Sea

D = {neN|n>0yexistens,teZtalquen=s-a+t-b}

Dado que a #0 0 b # 0, se tiene que D # () y, por lo tanto, D tiene un
menor elemento

» Sea d este elemento, y suponga que d =sp-a+ty-b
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Una identidad util

Existen o, € Ntalesque0 < g <dya=a-d+

Comod=sy-a+ty-b, tenemosque ov-d =a-sp-a+a-ty-b

» Concluimosquea—f=a-sp-rata-ty-b

Entonces tenemos que = (1 —a-sp)-a+ (—a-ty) - b
Dado que 0 < 8 < d y d es el menor elemento en D, concluimos

que 3 =0

» Por lo tanto d|a
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Una identidad util

De la misma forma concluimos que d|b
Sea c € N tal que clay c|b

Se tiene entonces que c|(sp - a+ tp - b)

» Por lo tanto c|d, lo cual implica que ¢ < d

a, d|by para todo c tal que c|ay c|b, se tiene

Concluimos que d
que c < d

» Por lo tanto d = MCD(a, b) ]
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Existencia de inverso modular y la ldentidad de Bézout

Teorema

a tiene inverso en médulo n si y sélo si MCD(a, n) = 1

Demostracién: (=) Suponga que b es inverso de a en médulo n

» Entonces: a- b= 1modn

Se deduce que a-b=a-n+1,porloquel =a-b—a-n

Concluimos que si c|a y c|n, entonces c|1

» Por lo tanto ¢ debe ser igual a 1, de lo que concluimos
que MCD(a,n) =1
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Existencia de inverso modular y la ldentidad de Bézout

(<) Suponga que MCD(a, n) = 1

Por la identidad de Bézout existen s, t € Z tales que:

1l = s-n+t-a

Por lo tanto: a-t = 1modn

» Concluimos que a tiene inverso en médulo n []
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i Como podemos calcular el inverso modular?

Sabemos que MCD es un algoritmo eficiente para calcular el maximo
comun divisor entre dos nimeros.

iPero este algoritmo puede hacer mas!

» Puede ser extendido para calcular s y t tales que
MCD(a,b) =s-a+t-b

Vamos a usar este algoritmo para calcular inversos modulares
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Suponga que a > b, y defina la siguiente sucesion:

hh = a4
rn = b
riri = ri_imodr; (i >2)

Calculamos esta sucesion hasta un nimero k tal que r, =0

» Tenemos que MCD(a, b) = rx_1
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Al mismo tiempo calculamos sucesiones s;, t; tales que:

rp = sj-a+t-b

Tenemos que: MCD(a,b) =11 =5k 1-a+tx1-b

Sean:
so =1 to=0
S1 0 tq 1
Se tiene que:
rh = Sp-ra+ty-b
rn = s -a+t-b
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El Algoritmo Extendido de Euclides

ri__
Dado que ri_1 = [ =] - r; + ri_1 mod r;, tenemos que:
1

Fi—1

ricr = | | i+ i

Fi

Por lo tanto:

Fi—1
Sic1-atti-1-b = LI

J (51 a_|_tl b)_|_rl-|—1

Concluimos que:
ri—1

rivi = (si- 1—L

—]-si)-at (6 1—L' 1J ti) - b

Definimos entonces:
ri—1

Siv1i =  Si—1— |

|- si
|-t

ri—1

tit1 tic1— |

I
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El Algoritmo Extendido de Euclides
Ejemplo
Vamos a usar el algoritmo para a =60y b= 13
Inicialmente:

ro = 60 so =1 to =0
rn=13 s1=20 t1 =1

Entonces tenemos que:

rrh = rgmodn
I

)) = So—L—OJ 51
n
o

th = th—|—] t
rn
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El Algoritmo Extendido de Euclides

Example (Continuacién)

Por lo tanto:

Y el proceso continua:

r3=>5 s3 = —1 t3 =25

rp = 3 Sy = 2 ty = —9
r5:2 55:—3 t5:].4
re = 1 Se = 5 te = —23
rr =0 s; = —13 t; = 60

Tenemos que: 1 =5-60+ (—23) - 13
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El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

Dados dos niimeros naturales ay n, con n > 2, si el inverso de a en mdédulo n
existe el siguiente algoritmo lo retorna, y en caso contrario indica que no existe.

Inverso(a, n)
if MCD(a, n) > 1 then no_existe_inverso

else
Sy ‘= 1
to ;=0
S = 0
tp =1
o -— n
n .= a
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El Algoritmo Extendido de Euclides y el inverso modular

while n > 1 do
auxs:=s — [2] -5

SO - — S1

S1 .= aux.s
aux-t:=to— 2] -t
to .= 11

1 := aux_t

n - — n
n:=s-n—+1t-a

return t;
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