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Problema 1

En esta pregunta consideramos listas de nimeros naturales mayores a cero, con al menos un elemento
y sin repeticiones. Dadas dos listas Ly y La, con n elementos, definimos EXP(Lq, L) de la siguiente

forma: .
H Ly [i] Lold]
i=1

Dadas dos listas L1 y Lo con n elementos y dos biyecciones my,ms : {1,...,n} — {1,...,n}, definimos
PERM-EXP(Ll, 1, LQ, 71'2) como

[ 2almi (i)l
i=1

Construya un algoritmo codicioso que, dadas dos listas Ly y Lo con n elementos, retorne dos
biyecciones 71,7 : {1,...,n} = {1,...,n} que maximizan el valor de PERM-EXP(L;, 7, Ly, m2). Su
algoritmo debe funcionar en tiempo polinomial, y ademés debe demostrar que funciona correctamente.

Solucion:

Un posible algoritmo es:

function SorTing PERM(L[1...n])
Lo =[(L[é],i) for i in 1...n]
Loy.sort()
m={i:Lsfi][2] for i in 1...n}
return m

function Max_PERM(Lq, Lo)
return (Sorting Perm(L,), Sorting Perm(Ls))

La idea es que Sorting Perm entrega una permutacion que ordena la lista, es decir, la lista
L ordenada es igual a [L{x(1)], L[7(2)],..., L[r(n)]], donde 7 es la permutacién retornada por
Sorting Perm. Esto funciona en tiempo polinomial: lo tinico que se hace es ordenar las listas
y hacer un par de pasadas lineales.

Falta demostrar que las permutaciones retornadas son 6ptimas.
Sea 7, 7§ la solucién entregada por Max Perm para Li, Lo y sea 7, 5 una solucién éptima.

Notar que dado una permutacion s cualquiera, tenemos que

HLl[ﬂ'l (Z')]Lz[ﬂ'z(i)] — HLl[Tl'l (W3(Z~))]L2[7T2(7r3(i))] — HLl[ﬂ'l o WB(i)]L2[7T2O7T3(i)]
i=1 i=1 i=1

ya que 73 simplemente cambia el orden de los factores, pero mantiene el resultado.

* * * : * [ ——
Sea 73 tal que 7} o w3 ordena Lj, es decir, 7} o w5 = 7y.



Tenemos dos casos:
* * _ g
1. m5 omy = m3
En esto caso tenemos que

n

HLl ) Felme (] = H L[t o mi(d))2lmeoms (] = HLl[Wf(i)]Lz[ﬂé’(i)]
i=1 i=1
Lo que indica que nuestra soluciéon también es 6ptima.
2. whomh # mh
En este caso tenemos que 73 o w5 no ordena la lista Ly (si lo hiciera, serfa igual a 7j).

Sean i’, j’, donde i’ < j’ tales que
Lalrs o3 (i)] > La[r; o m5(j")]

Sabemos que tales 7, j' existen puesto que 75 o 7% no ordena la lista Ls.

ryomy(y) k=i
Sea my(k) =< miomi(i) k=7
w5 omi(k') e.o.c

Tenemos que

Perm-Exp(Ly, 77, Lo, 75) H Ly [t (7)) Felmz ()]

— HLl 7-(-1 o ﬂ- ]L2[7r207r3 (4)]

- H (Tl om(i)elriei )

i#4 ]

- L[y o my (i) 2lmom O Ly [ o my (5] Falmaoms (O]

< I (Lalwi o my(i) elmioms o))
i#i g’

il o w1 L[t o my ()] e (4

=TT (Lalms o my(ay)elmsemsn)
i#i/7j/
Ly [n} o3 (i/)]Lz[m(i/)] - Ly} omy (j’)]L2[7f4(j')]

= HLl 7t o mi(i))elm @)
= Perm,Exp(Ll, 7} oy, Lo, my)

Esto es una contradiccién pues habiamos supuesto que 7}, 75 eran soluciones 6ptimas. Por lo
* * g
tanto, no puede darse el caso en que 73 o 75 # 73.

Notar que (x) es verdadero pues dado a < b, z < y se tiene que
a¥  b* =a"-a¥T b <a” WV =a” - bY

Asi, en todos los casos se tiene que nuestra solucién (77, 7§) también es dptima. n



Problema 2

Fije un nimero natural n > 2. La funcién ¢ de Euler es definida como ¢(n) = |Z}|.

Dado a € Z}, el orden de a en Z} se define como el menor nimero natural k& > 1 tal que
a® =1 mod n. Por ejemplo, el orden de 1 en Z}% es 1 puesto que 1' = 1 mod 8, el orden de 3 en
Z% es 2 puesto que 3 1 mod 8 y 32 =1 mod 8, y el orden de 3 en Zj; es 5.

Sea a € Z;,. Demuestre lo siguiente:
1. Existe un niimero k > 1 tal que a* =1 mod n, por lo que a tiene orden en Z.
Solucién:

De la identidad de Bezout es fdcil demostrar que dado MCD(a,n) = 1, también se cumple
que MCD(a",n) = 1.

Sea J = {a® mod N | i > 1}. Por lo que acabamos de decir, tenemos que J C Z%, lo que
implica que J es finito. Sea k = |J|.

Consideremos los valores a',a?, ...,a" donde n > k. Dado que n > k, pero a® mod N € J Vi,
tenemos que existen ', 7' con i’ < j’ tales que

"=¢’" mod N

" =gt =) mod N

a' =a’t* mod N

1= ak, mod N

S
|

S
\

2. Si k es el orden de a en Z%, entonces se tiene que k divide a ¢(n).
Solucién:

Sea J = {a' mod N,a? mod N, ...,a* mod N = 1}. Tenemos que (.J,-) es un grupo, puesto
que

e - es asociativo
el=daeJ

xT

e a*-a"*=1 mod N = todo elemento tiene inverso

Ademés, J C Z;. Por lo tanto, J es un subgrupo de Z};. Por el teorema de Lagrange, esto
implica que

|11 12|
= k[ o(N)

3. a®™ =1 mod n.
Solucion:

Se tiene que
a¢(n) — akll-k'

=1 mod N
=1 mod N
4. El teorema de Fermat.
Solucion:

Basta tomar la proposicién anterior y el hecho que dado un primo p, ¢(p) =p — 1.



Problema 3

Definicién: Un nimero a es raiz primitiva modulo n si 'y solo si el menor valor de h tal que
a"=1 modn

es h = ¢(n).

Definicién: Un grupo S se dice ciclico si existe a € S tal que S = {a* | k € N}. En ese caso se dice
que a es un generador de S.

Sea n € Z tal que existe por lo menos una raiz primitiva médulo n. Demuestre lo siguiente:
1. Zj, es isomorfo a Zyy)
Solucién:

Sea @ una raiz primitiva médulo n. Dados 4,7 < ¢(n), se cumple que a* #Z o/ mod n (si
fueran equivalentes, a no serfa una rafz primitiva).

Sea J = {a* mod n |i € {0,...,¢(n)—1}}. Tenemos que J C Z7. Ademss, |J| = ¢(n) = |Z}|.
Por lo tanto, J = Z7,.

Tenemos que Zy(n) ={0,1,2,...,¢(n) — 1}.
Se define f : Zy(n) — Z, como f(i) = a’ mod N.
La funcién f cumple que

e f tiene inverso: f~1(b) = j, donde j = min{i | a* =b mod N}.

e f conserva la estructura: f(i +j) = a7 mod n=a’-a’ modn = f(i)- f(j) mod n.
Por lo tanto, f es un isomorfismo entre Zy ) y Zj,.
2. (Zm,+) es un grupo ciclico
Solucién:

Tomemos g = 1. Para todo b € Z,,, se cumple que b = g° (en notacién aditiva: g* =g+ ... +¢
(b veces), es decir, corresponde a aplicar b veces la operacién del grupo sobre g).

Por lo tanto, g es un generador de Z,,, lo que implica que Z,, es ciclico.
3. a es generador de Z,, siy solo si MCD(a,m) =1

Solucion:

MCD(a,m)=1 = 3d: a-d=1 modm (notacion multiplicativa)
a+a+..+a=1 modm

a’=1 modm (notacion aditiva)
Vb € Zip,b=1" = (a¥)® = a®™ mod m

a es generador de Z,,

I

4 mod m (notacion aditiva)

a es generador de Z,, — 1=a
= l=a+a+..+a modm
= 1l=a-d modm (notacion multiplicativa)
= ¢ tiene inverso modulo m

= MCD(a,m)=1



4. Z* tiene ¢(¢p(n)) raices primitivas.
Solucién:

Directo de 1y 3. Por la parte 3, Zg(y,) tiene ¢(¢(n)) generadores. Por la parte 1, como Zgy )
y Z} son isomorfos, entonces Z¥ tambien tiene ¢(¢(n)) generadores, y cada generador en Z*
es también una raiz primitiva. Esto ultimo es facil de demostrar por contradiccién: si un
elemento no es raiz primitiva, entonces no puede ser generador.

Problema 4

Un grupo G es conmutativo cuando para todos z,y € G se cumple que zy = yx. Como notacion,
se define [a,b] = a~ b~ ab.

1. Demuestre que ab = ba si y solo si [a,b] =1

Solucion:

ab=ba < b lab=a
— a W lab=1
— [a,b] =1
2. Decimos que un grupo G es generado por S C G si todo elemento g € G se puede expresar

como el producto de elementos en S, o inversos de elementos en S. Es decir, si g € G, entonces
-1
g=21"... Ty, donde x; o x; = pertenece a S.

Desarrolle y analice un algoritmo que dado un conjunto finito S = (g1, ..., g») y una operacion
binaria o como caja negra, determine si el grupo generado por S y o es conmutativo.

Solucion:

Tenemos que

9i9; = 959 <= 9; =9; '9;9
-1 _
= 9,9, =99 (1)
_ —-1 -
— g =999
= g7 ' =997 (2)
Es decir, si dos generadores conmutan, entonces sus inversos conmutan y cada uno conmuta

con el inverso del otro. Por lo tanto, si todos los generadores en S conmutan, entonces todos
los elementos del grupo generado por S también conmutan.

Con esto, el algoritmo es simplemente chequear si todos los pares en .S conmutan. Esto toma
tiempo cuadratico.

3. Dado un grupo G, se define el centro de G como:
Z(G) = {x € G| para todo y € G se cumple que [z,y] =1}
Ademsds, para cada elemento g € G, se define el centralizador de g como
Clg)={reqG|lx, gl =1}

Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G, y que para todo g € G, C(g) también es subgrupo.
Solucién:
p.d. Z(G) es subgrupo de G

e Z(G)C @G



e neutro: 1 € Z(G)

e cerrado: Sia,b € Z(G) entonces abt = atb = tab ¥Vt = ab € Z(G)

o inverso: a € Z(G) = at=ta = t=ata = tal=a = a '€ Z(G) n
p.d. C(g) es subgrupo de G

e C(g)CG

e neutro: 1 € C(g)

e cerrado: Sia,b € C(g) entonces abg = agb = gab = ab € Z(G)

1

e inverso: a € C(g) = ag=ga = g=a'ga = gatl=alg = at'lc

C(9) m

. Dado un grupo G = (g1, ..., gn) (generado por S = (g1, ...,9n)), definimos un subproducto
aleatorio como
r=gi'..-gn €G

donde los valores de ¢; son elegidos de forma uniforme e independiente desde {0, 1}.

Demuestre que si H es un subgrupo propio de GG, entonces

Prir ¢ H| >

DN =

Solucion:

H no contiene todos los generadores g;, pues si lo hiciera entonces no seria un subgrupo
propio.

Sea | = min{i | g; ¢ H}. Tenemos que r = gi' - ... - g5* € G = ug;'v, donde v € H por
K3

definicion de [.

Para calcular la probabilidad pedida condicionamos sobre el evento v € H:

Prir¢ H=Prir¢ H|ve H|-Prlve H + Prir ¢ Hlv¢ H|- Priv ¢ H|

:%Pr[veH]+Pr[r¢H\v¢H]'PT[UﬁzH]

> —Prlv e H|+ %Pr[u ¢ H]

DN = N =

Donde el pentltimo paso es vélido pues Prir ¢ H|v ¢ H| > Pr[e, = 0] = 1.

. Proponga y analice un algoritmo aleatorizado que dados generadores S = (g1, ...,¢,) y una
operacion binaria o como caja negra, determine si el grupo generado por S y o es conmutativo.

El algoritmo es simplemente generar dos r, r’ subproductos aleatorios independientes y verificar
si [r,r'] = 1. Esto toma tiempo O(n).

Cuando G es conmutativo, la probabilidad de error es 0.
Cuando G no es conmutativo, tenemos que
Prrr1# 1] = Prir" ¢ C(r)]
=Pr[r' ¢ C(r)|re Z(@)]-Prire Z(G)|+ Pr[r' ¢ C(r) | r ¢ Z(G)] - Prlr ¢ Z(G)]
Pero Prr’ ¢ C(r) | r € Z(G)] = 0 pues si r € Z(G), entonces C(r) = G. Ademads,

Prir' ¢ C(r) | r ¢ Z(G)] > 3y Pr[r ¢ Z(G)] > 3 por lo demostrado en la parte 3 y el
teorema de Lagrange.



S Prre1 £ 1] =Pr[r ¢ C(r) |re Z(Q)] - Prlr € Z(G)] + Prr’ ¢ C(r) |r ¢ Z(Q)] - Prlr ¢ Z(Q)]
rlr ¢ C(r) | r ¢ Z(G)] - Pr[r ¢ Z(G))

Y
=Nl N
DN =

Esto implica que Prlerror| = Pr[[r,r'] = 1] <

[N



